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Streszczenie

Niniejsza rozprawa prezentuje wyniki teoretyczne oraz eksperymentalne dotyczace nowej
metody projektowania praw sterowania dedykowanej dla podklasy systeméw nieholo-
nomicznych!. Nowa koncepcja, nazwana metodg orientowania pél wektorowych (w skrécie
VFO), wynika z prostej i intuicyjnej interpretacji geometrycznej wlasnosci modeli wspo-
mnianych systeméw, a tym samym ze sposobu ewolucji rozwigzan réownan tych modeli
w odpowiedzi na specyficzne sygnaly sterujace. Proponowana interpretacja pozwala na
podzielenie procesu sterowania na dwa podprocesy: orientowanie i popychanie. Wydzie-
lenie takich wtadnie podproceséw nasuwa przypuszczenie, iz metoda VFO stanowi uogol-
nienie koncepcji sterowania we wspélrzednych biegunowych.

Praca przedstawia zastosowanie nowej metodologii do wyprowadzenia sterownikéw dla
czterech przyktadowych systeméw dynamicznych takich, jak robot dwukotowy, manipula-
tor nieholonomiczny, system tancuchowy oraz system z dryfem pozwalajac na rozwiazanie
dwéch zadan sterowania: $ledzenia trajektorii zmiennych w czasie oraz stabilizacji w
punkcie. Uzyskane prawa sterowania maja nature nieciagta (w sensie C?), gwarantuja szy-
bka i nieoscylacyjng zbieznos¢ btedéw regulacji, posiadajg intuicyjna interpretacje oddzia-
tywania poszczegblnych sktadnikow sterowania, a takze charakteryzuja sie prostota ogélnej
struktury réwnan oraz prostota ich parametrycznej syntezy.

Efektywno$¢ wszystkich zaproponowanych sterownikéw ilustruja wyniki badan symu-
lacyjnych. Jako$é sterowania VFO potwierdzaja réwniez wyniki badan eksperymentalnych
przeprowadzonych z wykorzystaniem nowej modutowej konstrukcji kotowego robota mo-
bilnego.

IPraca zostala zrealizowana w ramach grantu promotorskiego MNil 3 T11A 009 27.
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Abstract

The thesis presents theoretical and experimental results concerning a new control desing
method dedicated to subclass of nonholonomic systems. The new concept, called as a
Vector Field Orientation method (VFO), comes from a simple and intuitive geometri-
cal interpretation subjected to model features of mentioned systems, thus subjected to
time-evolution of model solutions in a response to specific controls. Proposed interpre-
tation allows to divide the control process into two subprocesses: orienting and pushing.
Distinguishing such subprocesses allows to state, that the VFO method exemplifies a gen-
eralization of control in polar coordinates.

This work shows the usage of the new methodology for controllers derivation dedi-
cated to four examples of dynamic systems like two-wheeled mobile robot, nonholonomic
manipulator, chained system and system with a drift allowing to solve two control tasks:
trajectory tracking and point stabilization. Obtained control laws have a discontinous
nature (in a C° sense), guarantee fast and non-oscillatory regulation errors convergence,
possess an intuitive interpretation of control action for particular control components,
and are characterized by simplicity of equations in a general form and simplicity of its
parametric synthesis.

Effectiveness of all proposed controllers is illustrated by simulation results. Experimen-
tal results obtained with a new modular wheeled mobile robot also confirm the quality of
the VFO control laws.
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Notacja 1 terminologia

W tekscie przyjeto nastepujace zalozenia oraz notacje matematyczna:

e wektory, pola wektorowe i funkcje wektorowe oznaczone sa matymi literami pismem

pétgrubym, np. z € R",
e wektor zerowy w R™, n > 1 oznaczono jako O,
e wymiar wektora z € R™ okresla operator dim(z) = n,
e nawias Liego dwdch pdl wektorowych 21, z9 oznaczono jako [z1, z9],

e macierze o wymiarach nxm, m > 1 oznaczono wielkimi literami pismem pétgrubym,
np. A € R"*™,

e rzad i wyznacznik macierzy A oznaczono odpowiednio jako: rank(A) oraz det(A),

e wielkodci skalarne (zmienne, funkcje i stale) pisane sa malymi literami pismem

zwyklym, np. f € R,

e funkcje k& o nieznanych lub niezdefiniowanych argumentach oznaczono jako k(-), a

przy czesciowym nieokresleniu argumentéw jako np. k(x,y,-),

e do oznaczenia zmiennej czasu rzeczywistego zastosowano litere 7 € R, ; ponadto
przyjeto (bez utraty ogdlnosci rozwazan), ze chwila poczatkowa 79 = 0 dla wszel-
kich analizowanych przebiegéw czasowych; warunek poczatkowy dla sygnalu z(7)

oznaczono jako z(0) lub zg,

e pochodne sygnaléw liczone wzgledem zmiennej czasu 7 oznaczono symbolami kropek

(do trzeciej pochodnej wlacznie) lub symbolem cyfry w nawiasie, mianowicie: g—f =1z,
&z _ s Bz o dlz .%'(4) itd
dr2 — " dr3 T 7 drt T "

e dla wszystkich zadan sterowania sygnaly referencyjne oznaczane sa indeksem ¢ (od
stowa ang. trajectory?), np. z; lub x4; sygnaly rzeczywiste (odpowiedz sterowanego
systemu) oznaczane sa bez indekséw, tj. z lub x, odpowiednio; pomocnicze sygnaty
oznaczane beda indeksem a, np. z, lub z,

2Staty punkt referencyjny w zadaniu stabilizacji traktowany bedzie jako szczegdlny przypadek trajek-
toril zgodnie z podejSciem prezentowanym w pracy [MS04].
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e zbiory i przestrzenie wektorowe oznaczono duzymi literami nastepujacym krojem:

Qaz/{?ga

e znaki * uzywane sa w celu wskazania wymiaru wektora (przestrzeni) w stosunku do
wymiaru wektora (przestrzeni) oryginalnego pisanego bez znaku *, np. dla z € R”
wektory z* oraz z** maja nastepujace wymiary: dim(z*) =n—1, dim(z*) =n—2
itd.; dla przestrzeni @ C R” przestrzen Q* C R~

e funkcje znaku argumentu (signum) definiuje si¢ i oznacza dwojako:

sgn(z) A { 1, dla z >0,
-1, dla z2<0
lub
1, dla z>0,
sign(z) a 0, dla z=0,
-1, dla z<0.

e czteroéwiartkowa funkcje arctan oznaczano jako dwuargumentowy operator Atan2 (a, b),
przy czym 3 = Atan2 (a,b) € [~7, 7] lub 3 = Atan2 (a,b) € S!,

e uciaglona wersje funkcji Atan2 (a,b) oznaczono symbolem Atan2c (a,b) co oznacza,
ze 3 = Atan2c (a,b) € [—md, nd],d € N lub inaczej § = Atan2c (a,b) € R.

Ponadto w pracy wykorzystano nastepujace symbole i wyrazenia:

lz]|  norma euklidesowa wektora (pola wektorowego) z,
= réwnoéé z definicji,

= tozsamo$é,

10 . PR L .
a@p  réwnosc aibna podstawie réwnania (10),

10 . , .
o™ b  zbieznosé a do b na podstawie réwnania (10),

v, d kwantyfikatory: ogélny i szczegdtowy,

=, & implikacja i réwnowazno$¢,
~ réwnoéé przyblizona,
x proporcjonalnosé,
<) znak konkatenacji,

a|b  réwnolegto$¢ wektoréw (po6l wektorowych) a i b,
a1Tb  zgodna réwnolegltoéé wektoréw (pél wektorowych) a i b,
a Tl b  przeciwna réwnoleglosé wektoréw (pél wektorowych) a i b,
Z(a,b)  kat skierowany miedzy wektorami (polami wek.) a i b: £ € (—m, 7],
<(a,b)  kat nieskierowany miedzy wektorami (polami wek.) a i b: < € [0, 7],
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a(T_)  granica lewostronna funkcji a(7) w punkcie 7: lim a(7),
T—T—

R, Ry, N zbior liczb odpowiednio: rzeczywistych, rzeczywistych dodatnich,
naturalnych,
R” przestrzen euklidesowa k-wymiarowa,
sk sfera k-wymiarowa,
Ll zbiér ograniczonych funkcji f o wymiarze dim(f) = r,
ck  zbiér funkeji f cigglych wraz z k-ta pochodna,
K zbiér ciaglych, $cisle rosnacych funkcji x: Ry — Ry, | x(0) =0,
Koo zbiér funkeji k € K takich, ze k(o0) = oo,
Q przestrzen konfiguracyjna (stanu) zawarta w R",
TQ przestrzen styczna przestrzeni konfiguracyjnej Q,
U przestrzen sterowan zawarta w R™,
{G} ortogonalny uktad wspélrzednych G,
{z,y} ortogonalny uklad wspolrzednych w przestrzeni X x Y C R2.

W celu zwiekszenia przejrzystosdci tekstu, funkcje (skalarne i wektorowe) czesto za-
pisano z pominieciem czeéci lub wszystkich ich argumentow, jezeli zalezno$¢ danej funkcji
od jej argumentow jest oczywista lub chwilowo nieistotna.

Kilka st6w o terminologii

Na potrzeby pracy wprowadzone zostaly skroty oraz terminy, ktérych znaczenie wy-
jasniono ponizej.

W celu uproszczenia zapisu wprowadzono skrét VFO (od stéw angielskich Vector Fields
Orientation), ktérego uzycie bedzie réwnowazne przywolaniu nazwy metody orientowania
pol wektorowych.

Pod pojeciem sygnatow referencyjnych, powszechnie uzywanym w literaturze z zakresu
robotyki, zawarto okreslenie sygnaléw definiujacych zadanie sterowania. Pojecie to nalezy
traktowaé¢ jako synonim okre$len sygnaly zadane lub sygnaly odniesienia przyjetych w
literaturze z zakresu automatyki.

Poprzez pole wektorowe zbieznosci h(a(r)) nalezy rozumieé takie pole wektorowe,
ktore w danym punkcie a(7) tego pola definiuje pozadany kierunek ruchu gwarantujacy
zbieznos¢ stanu rozwazanego systemu dynamicznego do stanu referencyjnego zdetermi-
nowanego zadaniem sterowania. Celem wprowadzenia takiej terminologii jest wskazanie
roli jaka odgrywa owo wyrdznione pole w procesie sterowania.



Rozdziat

Wprowadzenie

Rozprawa prezentuje wyniki prac prowadzonych przez autora w ciagu ostatnich kilku
lat w zakresie opracowania i weryfikacji nowych algorytmow sterowania ze sprzezeniem
zwrotnym od stanu przeznaczonych do zadan $ledzenia i stabilizacji dla klasy bezdry-
fowych systeméw dynamicznych z nieholonomicznymi ograniczeniami predko$ciowymi.
Wybrana tematyka badan nalezy do aktualnie dynamicznie rozwijanej dziedziny nielin-
iowej teorii sterowania. Szczegbélowa motywacje podjetych prac przedstawiono w nastep-
nym paragrafie. Po przedstawieniu aktualnego stanu wiedzy na temat metod sterowania
systemow nieholonomicznych, zdefiniowano obszar problemowy poruszany w rozprawie
oraz wyszczegllniono wktad prezentowanej pracy w rozwdj podjetej problematyki.

1.1 Motywacja

Systemy nieholonomiczne stanowiag interesujaca, zaréwno z teoretycznego jak i prakty-
cznego punktu widzenia, klase nieliniowych uktadéw dynamicznych. Przedmiotem rozwazan
jest pewna rodzina systeméw bezdryfowych, ktére mozna przedstawi¢ w nastepujacej

postaci ogélnej:
m

qg= Z 9:(q)u; = G(q)u, dim(q) =n >m, (1.1)
i=1

T ¢ Q@ c R™ stanowi wektor stanu (lub wektor zmiennych konfig-

gdzie ¢ = [q1...qy]
uracyjnych), u = [uy...un,]T € U C R™ jest wektorem wymuszen (sygnaléw steruja-
cych), gi(q) sa podstawowymi polami wektorowymi — tzw. generatorami, a G(q) € R"*™
jest macierza kinematyki. Zalozymy takze, iz sposéb ewolucji systemu (1.1) wynika nie
tylko z przebiegu sygnaléw sterujacych w, ale takze z wystepowania pewnych specy-
ficznych ograniczen natozonych na przebieg pochodnych ¢ wektora stanu. Istnienie takich
ograniczen w postaci niecalkowalnych wiezéw kinematycznych!

f(qa QaT) =0, (12)

gdzie T € [0, 00) oznacza zmienna czasu, sprawia, iz pomimo pelnej sterowalnosci rozwazanego
systemu nieholonomiczego osigganie przez niego poszczegdlnych punktéw przestrzeni kon-

1 Czyli niecatkowalnych ograniczeni pierwszego rzedu.

4



1.1. Motywacja 5

figuracyjnej Q nie moze odbywac sie w sposéb dowolny. Wspomniane ograniczenia, a takze
mniejsza wymiarowos¢ wektora sterowan w stosunku do wymiarowosci wektora stanu
(n > m) znacznie komplikuja w sensie jakoSciowym algorytmy sterowania takimi sys-
temami w poréwnaniu z metodami znanymi z klasycznej liniowej teorii sterowania. Pod-
stawowe trudnosci wynikaja bezposrednio ze znanego od lat osiemdziesiatych twierdzenia
Brocketta, ktore dowodzi, iz nie istnieje w sposob ciggly roiniczkowalne i niezalezne jawnie
od czasu sprzezenie zwrotne od stanu gwarantujgce asymptotyczng stabilizacje dla tego typu
systemow [Bro83]. Co wiecej, analiza takich systeméw znanymi metodami aproksyma-
cyjnymi nie daje oczekiwanych rezultatéw?. Kwestie zwiazane ze sterowaniem ze sprzeze-
niem zwrotnym dla ukladéw nieholonomicznych stanowia zatem wazny i interesujacy
temat rozwazan teoretycznych. Z drugiej strony, wiele systeméw o duzym znaczeniu prak-
tycznym (szczegdlnie o charakterze mechanicznym) nalezy do klasy ukladéw nieholo-
nomicznych. Przyktadami takich systeméw moga by¢ kolowe roboty mobilne o ograniczo-
nej mobilnoéci, manipulatory z przekladniami nieholonomicznymi, statki nawodne i pod-
wodne, statki powietrzne czy wielopalczaste urzadzenia chwytne. Podstawows, zaleta ukta-
déw nieholonomicznych jest mozliwosé osiggania dowolnego punktu w wielowymiarowej
przestrzeni konfiguracyjnej @ C R"™ przy silnie ograniczonej wymiarowosci przestrzeni
sterowan U C R™, m < n. W praktyce oznacza to zmniejszenie liczby napedéw wyma-
ganych do sterowania takimi systemami, a tym samym mniejsza mase, wymiary i koszt
obiektow rzeczywistych. Ceng jednak jest znaczne skomplikowanie procesu sterowania.

Od okoto dwudziestu lat prace zwigzane z rozwojem nowych sposobéw sterowania
dla réznych klas systeméw nieholonomiczych stanowia bardzo intensywne pole badawcze
szczegbdlnie w kregach automatykéw i robotykéw. Zaproponowano wiele alternatywnych
rozwigzan pozwalajacych na lokalne badz globalne rozwigzanie zadan $ledzenia trajek-
torii, odtwarzania $ciezki i stabilizacji w punkcie dla wybranych modeli systeméw. Mozna
wymieni¢ kilka waznych kwestii, ktore nie znalazty jak dotad w pelni satysfakcjonujacego
rozwiazania:

e globalny charakter zbieznosci zmiennych stanu w przestrzeni konfiguracyjnej sys-
temu,

e dobra jakos¢ regulacji w stanach przejsciowych niezaleznie od warunkéw
poczatkowych i dobra jakos¢ statyczna,

e relatywnie niski koszt sterowania z uwzglednieniem praktycznych ograniczen syg-

naléw sterujacych,
e prostota réwnan proponowanych sterownikéw i prostota ich parametrycznej syntezy,

e odporno$¢ regulatoréw na zaburzenia strukturalne modelu, zakl6cenia

w przestrzeni wejécia oraz szumy pomiarowe, a takze

e unifikacja metody sterowania dla jak najszerszej klasy systeméw i réznych zadan

sterowania.

?Linearyzacja modelu (1.1) w dowolnym punkcie przestrzeni konfiguracyjnej prowadzi do systemu nie-
sterowalnego.
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Wspomniane wyzej problemy oraz duze znaczenie praktyczne systeméw nieholonomicz-
nych zmuszajg zatem do ciaglego poszukiwania nowych, alternatywnych rozwiazan w za-
kresie metod sterowania i stanowia bezposrednia motywacje badan, ktérych wyniki za-

mieszczono w prezentowanej pracy.

1.2 Przeglad istniejgcych rozwigzan

Krotki przeglad istniejacych metod sterowania obejmuje rozwiazania wykorzystujace sprze-
zenie zwrotne od stanu, gdyz z takimi wlasnie algorytmami zwiazana jest tematyka pracy.
Dodatkowo, uwaga skupiona zostanie na rozwiazaniach dotyczacych przede wszystkim

modeli kinematyki w ogdlnej postaci (1.1).

1.2.1 Iteracyjne planowanie ruchu

Techniki planowania ruchu generalnie oparte sg o sterowanie w torze otwartym. Z@dan@
trajektorie systemu mozna obliczy¢ w trybie wsadowym (off-line) przede wszystkim na
podstawie znajomoéci poczatkowego qq i zadanego g; punktu w przestrzeni konfiguracyjnej
(brak sprzezenia od aktualnego stanu uktadu q(7)). Techniki takie nie wykazuja odpornosci
na dzialanie zaklécen zewnetrznych, btedéw modelowania czy bledéw pomiarowych wys-
tepujacych w trakcie ruchu rzeczywistego systemu. Zastosowanie jednak metod planowania
ruchu w sposob iteracyjny z zalozonym kwantem czasu T}, > 0, gdzie kolejny etap planowa-
nia wynika bezposrednio z biezacej wartosci g(nT},), n € N wektora stanu systemu, daje w
efekcie, odcinkami ciggle, algorytmy ze sprzezeniem zwrotnym. Wspomniane zostang za-
tem wazniejsze metody planowania ruchu, ktore moga zosta¢ wykorzystane w iteracyjnym
procesie sterowania ze sprzezeniem od biezacego stanu systemu g(nT)).

Ogdblng metode planowania dla nieholonomicznych uktadéw bezdryfowych zapropono-
wano w pracy [LS90]. Prezentowana metoda stosuje aparat geometrii rézniczkowej dla
systeméw nilpotentnych lub podlegajacych nilpotentyzacji poprzez dodatkowe sprzeze-
nie zwrotne. Metoda ta polega na poszukiwaniu sterowan (zwykle odcinkami stalych)
dla systemu rozszerzonego o dodatkowe sterowania i pola wektorowe z algebry Liego, a
nastepnie na obliczaniu sterowan dla modelu oryginalnego. Metoda ta zastosowana do
uktadéw nilpotentnych daje rozwigzanie doktadne, lecz moze powodowaé problemy real-
izacyjne dla systeméw nie posiadajacych tej cechy. W [MS93] zaprezentowano podejscie,
w ktérym pozadany ruch systeméw nieholonomicznych pierwszego i drugiego rzedu mozna
uzyskaé stosujac sterowania sinusoidalne o specjalnie dobranych czestotliwoéciach. Wyko-
rzystuje sie tutaj specyficzne wlasnoéci struktury modelu tancuchowego. Zadanie planowa-
nia jest zdekomponowane na dwa etapy, gdzie w kazdym z etapdéw rozwaza si¢ ewolucje
jedynie pewnego podwektora zmiennych stanu w odpowiedzi na odpowiednio zaprojek-
towane sygnaly wejsciowe. Bogaty przeglad réznych technik planowania w odniesieniu do
kotowych robotéw mobilnych (zaréwno prostych pojazdéw jak i traktoréw z przyczepami)
zawiera pierwszy rozdzial ksiazki [LSLIS|, w ktérym zebrano miedzy innymi techniki ge-
ometryczne, optymalizacyjne i probabilistyczne. Obszerny zbiér metod planowania dla
ukladéw nieholonomicznych mozna znalezé takze w pracach [KM95, LaV06] oraz [LO95].
Tematyce planowania ruchu, miedzy innymi dla systeméw nieholonomicznych, poswie-
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cono takze prace polskich autoréw. W monografii [Dul01] przedstawiono liczne klasy-
czne i autorskie techniki planowania wykorzystujace metody interpolacyjne, aproksyma-
cyjne, Lie-algebraiczne oraz optymalizacyjne. Propozycje lokalnych i globalnych technik
specjalizowanych oraz ogdlnego przeznaczenia zastosowanych do kotowych robotéw mobil-
nych mozna znalezé w pracy [TMDT00]. W monografii [Dul98] zaprezentowano wylacznie
metody oparte o algebre Liego bezdryfowego systemu nieholonomicznego z wykorzys-
taniem regut CBHD oraz gCBHD3. Metody Lie-algebraiczne poszukujg wszystkich mozli-
wych i liniowo niezaleznych kierunkéw ruchu w przestrzeni konfiguracyjnej rozwazanego
systemu definiowanych polami-generatorami g; oraz nawiasami Liego tych pdl [g;,gx].
Planowany ruch skladany jest z sekwencji ruchéw elementarnych wzdtuz pol-generatoréw
w taki sposéb, aby wypadkowe przemieszczenie uktadu pozwalalo na ewolucje w dowol-
nym z mozliwych kierunkéw /p6l wektorowych rozpinajacych cala przestrzen stanu. Mono-
grafia [Dul98] oraz publikacje [DKO05, BR95, LOO01] przedstawiaja przyklady iteracyjnego
wykorzystania metod planowania do sterowania ukladami nieholonomicznymi, w ktorych
zadanie planowania w kroku i-tym wynika z wartosci stanu systemu gq(i1},). Szczegély
dotyczace zagadnien planowania ruchu mozna znalezé takze w publikacjach cytowanych

we wspomnianych pracach.

1.2.2 Sterowanie ze sprzezeniem zwrotnym

Przejdziemy teraz do przegladu algorytméw sterowania dla systemoéw nieholonomicznych,
ktore w swojej strukturze z definicji wykorzystuja sprzezenie zwrotne od stanu w celu
uzyskania odpornosci proponowanego rozwigzania w odniesieniu do zaklécen zewnetrznych
oraz btedéw modelowania*. W celu zwiekszenia $cistoéci i przejrzystosci rozwazan, na
poczatku wprowadzone zostang podstawowe definicje wykorzystywane w dalszej czesci
tekstu.

Definiuje sie trzy podstawowe i jakoSciowo rézne zadania sterowania dla systemu (1.1)

(patrz [LOS98, dWKSS93]):
Z1. zadanie $ledzenia trajektorii zmiennych w czasie,
Z2. zadanie odtwarzania toru ($ciezki geometrycznej),
Z3. zadanie stabilizacji w stalym punkcie referencyjnym.

W zadaniu Z1 zaktada sie, ze stan referencyjny jest zadana i jawng funkcja czasu: q; =
q:(7). Czas w tym przypadku pelni role parametru toru referencyjnego w przestrzeni
konfiguracyjne;j.

Zadanie Z2 stanowi szczegdlny przypadek zadania Z1, w ktérym rezygnuje si¢ z cza-
sowej parametryzacji toru na rzecz parametryzacji, na przyktad, krzywoliniowa dtugoscia

3Skrét CBHD pochodzi od nazwisk Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina. Litera g umieszczona przed
skrétem oznacza uogélniong regute CBHD [Dul98].

4Pewne algorytmy gwarantuja odpornosé jedynie ze wzgledu na niektére rodzaje zaktécen czy tez btedy
strukturalne lub parametryczne modelu [LMS98].
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s toru: q¢ = q¢(s). Wérdéd wszystkich mozliwych trajektorii i toréw referencyjnych wyréz-
nia sie zbiér Typ tzw. trajektorii i toréow dopuszczalnych czyli takich, ktére spelniaja
ograniczenia sterowanego systemu opisane réwnaniem (1.2). Dodatkowo, w zbiorze wszys-
tkich mozliwych dopuszczalnych trajektorii referencyjnych wydziela sie podzbiér Tpg tzw.
trajektorii ustawicznie pobudzajgcych, ktére naktadaja dodatkowe ograniczenia na sposéb
ewolucji stanu referencyjnego g¢(7). Najczesciej te dodatkowe ograniczenia wynikaja z za-
tozenia o niezmierzaniu do zera dla wybranych sktadowych pola predkosci referencyjne;j
qr)-

Ostatnie zadanie sterowania (Z3) wynika z zalozZenia, ze stan referencyjny g jest stalym
(niezaleznym od czasu) punktem w przestrzeni konfiguracyjnej: dgy/dr = 0. W celu upro-
szczenia analizy matematycznej, w zadaniu stabilizacji bardzo czesto przyjmuje sie (bez

utraty ogdlnosci rozwazan) zerowy stan referencyjny: q; =

Projektowanie sterownikéw ze sprzezeniem zwrotnym polega na znalezieniu pewnej
funkcji sterujacej o postaci ogolnej:

u=u(q,q, ) €LY, (1.3)

ktora zastosowana do ukladu (1.1) gwarantuje zbieznosé pelnego stanu systemu g do stanu
referencyjnego q;. Zbiezno$é¢ ta jest réwnowazna realizacji postawionych zadan Z1-Z3.
Tak zdefiniowane cele sterowania w polaczeniu z uwzglednieniem nieholonomicznej natury
rozwazanych systeméw wymagaja zastosowania nowych technik sterowania, poniewaz klasy-
czne metody liniowej oraz nieliniowej teorii sterowania nie daja oczekiwanych efektdw
[KM95, MS04]. Nalezy wspomnieé, iz oslabienie wymagan stawianych w powyzszych zada-
niach poprzez zastapienie zadania zbieznoéci dla calego stanu g zadaniem zbieznosci je-
dynie wybranych wygnaléw wyjscia y(q), gdzie dim(y) < dim(u), moze prowadzi¢ do
uproszczenia problemu (szczegélnie dla zadania Z3) i mozliwosci rozwiazania go meto-
dami klasycznymi (np. z wykorzystaniem linearyzujacego sprzezenia zwrotnego [ANCB95,
NvdS90, dWSB96, OLV02, TKW02, JEKAO05, Mu04]). Taki przypadek jednak nie bedzie
przedmiotem dalszych rozwazan.

Realizacja zadan Z1-Z3 moze by¢ rozumiana w dwojakim sensie: asymptotycznym lub
praktycznym. Ponizej podane zostana ogdlne definicje okreslajace oba rodzaje realizacji.

Definicja 1.1 (Realizacja asymptotyczna) Asymptotyczna realizacja zadan Z1-Z3
polega na znalezieniu takiej funkcji sterujgcej (1.3), ktora zastosowana do systemu (1.1)
gwarantuge, ze blad requlacji e(T) = q:(-) — q(1) € &€ C R"™ asymptotycznie zmierza do
poczgtku ukladu w przestrzeni bledu

lim e(7) =0

T—00

dla ograniczonych warunkéw poczatkowych e(0) € Eg C E.
o

Definicja 1.2 (Realizacja praktyczna [dWSB96|) Praktyczna realizacja zadari Z1-
Z8 polega na znalezieniu takiej funkcji sterujacej (1.3), ktora zastosowana do systemu
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(1.1) gwarantuge, zZe blqed regulacji e(T) = q:(-) — q(r) € &€ C R™ w skoriczonym czasie
zmierza do pewnego niezmienniczego zbioru S C € w otoczeniu poczgtku uktadu

3?<OO . V7—>; 6(7') € 8

dla ograniczonych warunkéw poczgtkowych® e(0) € & C E. Powyzsza definicja réwnowaina
jest spetnieniu relacji:

I7coo s Vo7 [le(n)] <

gdzie € > 0 jest zalozonym tunelem dla normy bledu koricowego.

Jezeli & = £ = R", to powyzsze realizacje maja charakter globalny.

W niniejszej pracy rozwazane beda kwestie stabilnodci miedzy innymi dla takich sy-
steméw ze sprzezeniem zwrotnym, dla ktérych punkt stabilizacji g; (a tym samym punkt
e 2 gt — q = 0 w przestrzeni bledu) nie jest ich punktem réwnowagi. W takich przy-
padkach nie mozna rozwazaé stabilnosci (i stabilizacji) punktu ¢ = g; w klasycznym uje-
ciu Lapunowa. Wprowadza si¢ zatem pojecia asymptotycznej prawie stabilizacji, a takze
asymptotycznego prawie stabilizatora, ktére pozwalaja na formalng analize zachowania sie
systemu zamknietego w takiej sytuacji. Ponizej przedstawiono odpowiednie definicje sfor-
mulowane na podstawie prac [Ast96] oraz [KT02].

Definicja 1.3 (Asymptotyczna prawie stabilizacja) Dla systemu (1.1) dany jest staly
punkt referencyjny q; oraz pewna funkcja sterujoca w = u(qe,q(7),-). Dynamike systemu
zamknietego opisuje nastepujgce rownanie:

q = S(q)u(qg:,q(7),"). (1.4)

Mowimy, ze funkcja w = wu(qy,q(7),:) asymptotycznie prawie stabilizuje system (1.1)
wokol punktu q = q; w pewnym otwartym i gestym zbiorze g, jezeli:

i) dla dowolnych warunkdéw poczgtkowych q(0) € Qg istniejg jednoznaczne rozwigzania
q(7) systemu (1.4) dla T >0,

it) dla dowolnych warunkéw poczgtkowych q(0) € Qo dla systemu (1.4) zachodzi:
Tllnolo a(t) = g

<&

Definicja 1.4 (Asymptotyczny prawie stabilizator) Dla systemu (1.1) dany jest staly
punkt referencyjny q;. Mowimy, ze funkcja sterujoca uw = wu(qy, q(7),-) jest asymptoty-
cznym prawie stabilizatorem systemu (1.1), jezeli asymptotycznie prawie stabilizuje system
(1.1) wokél punktu q = q; w pewnym otwartym i gestym zbiorze Q.

o

® Realizacja praktyczna implikuje stabilnosdé praktyczng punktu e = 0 lub inaczej ograniczonosé koricowg
(ang. ultimate boundedness) bledu e(r) wzgledem zbioru S.
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Z punktu widzenia szybkosci zbieznosci sygnatu e(7) (do zera lub do zbioru S), wyréz-
nia sie dwa szczegdlne rodzaje zbieznosci btedu regulacji:

e zbiezno$¢ k-wykltadnicza,
e zbieznoéé¢ wyktadnicza.

Definicja 1.5 (Zbiezno$¢ r-wykladnicza [SE95]) Sygnal e(1) € £ C R™ jest zbiezny
do zera w sposob k-wykladniczy, jezeli istnieje liczba A > 0 oraz dodatnio okreslona, $cisle
rosngca funkcja® r(.) : Ry — R, taka, Ze:

Vrzo ()] < (] e()]]) exp(=A7)

dla kazdego ograniczonego warunku poczgtkowego e(0) € & C £.
o

Definicja 1.6 (Zbiezno$¢ wykladnicza) Sygnal e(7) € £ C R"™ jest zbieiny do zera w
sposob wykiadniczy, jezeli istniejq liczby A, € > 0 takie, Ze:

Vrzo  le(m)ll <& [ e(0)] exp(=Ar)

dla kazdego ograniczonego warunku poczgtkowego e(0) € £y C £.
o

7 powyzszych definicji wynika, ze zbiezno$é¢ wykladnicza jest szczegdlnym przypad-
kiem zbieznosci k-wykladniczej, gdzie funkcja (|| e(0)]]) 2¢ || e(0)]| jest odwzorowaniem
liniowym [SE95].

Literatura poruszajaca zagadnienia sterowania ze sprzezeniem zwrotnym dla uktadéw
nieholonomicznych jest bardzo obszerna. Z tego wzgledu ponizej przedstawiono jedynie
krotki przeglad wazniejszych technik sterowania, przy czym jako kryterium wyboru opisa-
nych ponizej metod przyjeto sposéb i jakosé realizacji poszczegdlnych zadan sterowania
71-73.

Sledzenie trajektorii. Problem $ledzenia trajektorii (ang. trajectory tracking) porusza-
ny byl przewaznie w odniesieniu do kolowych robotéw mobilnych. Podejscie oparte o
pierwsza metode Lapunowa (linearyzacja wokél dopuszczalnej trajektorii referencyjnej)
zaproponowano w pracy [WTSL94] dla dwéch modeli robotéw mobilnych: pojazdu jed-
nokotowego i samochodu kinematycznego z napedem na przednia o$ oraz dla systemu
tancuchowego 3-D. Uzyskano asymptotyczng zbiezno$¢ wykltadnicza lecz wyniki miaty
charakter lokalny. Dodatkowo algorytm okazal si¢ wymagajacy obliczeniowo [TMD™00].
Kanayama i wspétautorzy [KKMN90] zaproponowali nieliniowe prawo sterowania dla
robota jednokotowego pozwalajace na §ledzenie trajektorii dopuszczalnych o zadanej statej
i dodatniej predkosci ruchu postepowego. Pomyst rozszerzyli Fierro i Lewis [FLI7] rozwaza-
jac dodatkowo poziom dynamiki napedéw robota. Bardziej uniwersalne rozwiazanie przed-
stawiono w pracy [LSLTO01], gdzie stosujac technike funkcji Lapunowa zagwarantowano

SFunkcje taks okresla sie mianem funkcji klasy K.



1.2. Przeglad istniejagcych rozwigzan 11

asymptotyczne $ledzenie trajektorii o charakterze linii prostych i tukéw okregéow. Wyniki
zbieznosci miaty charakter globalny. Dodatkowo uwglednione zostaly praktyczne ogranicze-
nia sygnatéw sterujacych. Uchylenie wspomnianych ograniczen dotyczacych rodzaju do-
puszczalnej trajektorii referencyjnej, poza wtasnoscig ustawicznego pobudzenia, mozna
znalezé w pracy [dWKSS93]. Zaproponowano tam dwa prawa sterowania: liniowe i jego
uogdblnienie nieliniowe dla wozka jednokotowego. Wersja nieliniowa pozwala na globalng
asymptotyczna zbieznosé bledéw sledzenia do zera (por. [SAA91, dWSB96]). Kilka innych
propozycji zawiera publikacja przegladowa [MS04]. Chwa w artykule [Chw04] wprowadzil
nieciggly sterownik $lizgowy dla wozka jednokotowego wyrazonego we wspotrzednych biegu-
nowych i uzyskal asymptotyczne $ledzenie w obecnosci zaktécen gaussowskich. Algorytm
dopuszczal takze fazy zatrzymania i nawrotu wzdluz trajektorii zadanej. Wyniki miaty
charakter globalny z wylaczeniem niewielkiego otoczenia poczatku uktadu wspélrzednych
ze wzgledu na osobliwosé rozwazanego modelu. Inny rodzaj systemu nieholonomicznego
rozwazyli Jiang i Nijmeijer [JN99]. Zastosowali oni ide¢ propagacji wstecznej z wyko-
rzystaniem technik Lapunowa uzyskujac asymptotyczne (lokalnie wyktadnicze) $ledzenie
trajektorii dopuszczalnych dla n-wymiarowych systeméw tancuchowych. Wynikowy algo-
rytm zastosowano do modelu samochodu kinematycznego z pojedyncza przyczepa, a w
pracy [MNO5] takze do planarnego manipulatora nieholonomicznego o trzech ogniwach
(oba systemy lokalnie transformowano do modelu lancuchowego). Samochéd kinematy-
czny byl przedmiotem analizy w publikacji De Luci i wspétautoréw [LOS98|, gdzie prob-
lem $ledzenia trajektorii stanu rozwiazano tylko dla modelu zlinearyzowanego w poblizu
trajektorii referencyjnej.

Dotychczas wspomniane podej$cia dawaly wyniki zbieznoéci o charakterze asympto-
tycznym. Realizacje praktyczna zadania sledzenia dla prototypowego systemu zwanego w
literaturze integratorem Brocketta (lub systemem Heisenberga) podali Bloch i Drakunov w
pracy [BD95]. Zaproponowali oni nieciagly sterownik §lizgowy gwarantujacy osiaganie za-
lozonego niezerowego otoczenia € trajektorii referencyjnej w skonczonym czasie. Zbieznosé
praktyczna, z zatozona doktadnoscia, wzdluz dopuszczalnej trajektorii referencyjnej, uzyskat
réwniez Dixon et al. [DDZZ00, DDZBO01], adoptujac do modelu robota jednokolowego
koncepcje oscylatora kinematycznego o dynamicznie przestrajanej czestotliwosci i ampli-
tudzie, transformujac jednoczesnie btad sledzenia do pewnej przestrzeni pomocniczej. Po-
zwolito to na uzyskanie globalnej wykladniczej ograniczonosci koncowej sygnatu btedu
regulacji. W [KMO02] rozszerzono mozliwosci wspomnianego rozwiazania uwzgledniajac
poziom dynamiki napedéw robota. Kolejne rozszerzenie koncepcji Dixona przedstawit
Pazderski et. al. [PKa04] gwarantujac praktyczne $ledzenie takze trajektorii nie spelniaja-
cych ograniczen kinematycznych sterowanego systemu. Zaproponowany sterownik wykazy-
wal odporno$¢ na niepewnos¢ parametryczna modelu. Zostal on zastosowany do pojazdu z
napedem §lizgowym (ang. skid-steering robot). Uogdlnienie podejscia Dixona podali Sam-
son i Morin stosujac grupy Liego oraz metode funkcji transwersalnych o prze- strajanych
czestotliwodciach [MS03, AMS03, MS01b]. Réwniez w tym przypadku uzyskano gwarancje
praktycznego $ledzenia dowolnych typéw trajektorii z wybrana (lecz skonczona) doklad-
noscig. Pierwsze wyniki w zakresie $ledzenia trajektorii dla wézka jednokotowego, ktoére
zapoczatkowaly prace nad metodologia orientowania pél wektorowych (VFO) zaprezen-
towano w [Mic04], gdzie uwzgledniono praktyczne ograniczenia sygnaléw sterujacych i
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uzyskano ograniczonos¢ koncowsa bledow regulacji.

Odtwarzanie toru. Problem odtwarzania toru (ang. path following) nie wzbudzil jak
dotad tak duzego zainteresowania badaczy jak problem Sledzenia, cho¢ jak si¢ okazuje ma
on bardzo duze znaczenie praktyczne. De Wit i Roskam [dWR91] zaproponowali algo-
rytm pozwalajacy na odtwarzanie przez robota dwukolowego geometrycznych ksztaltéw
na plaszezyZnie (x,y). Ksztalty te mogly sktada¢ sie z odcinkéw prostoliniowych. Za-
mieszczone w pracy wyniki eksperymentalne prezentowaly odtwarzanie figur prostokat-
nych i szedciokatnych przez punkt platformy ulokowany poza osig kot robota. Samson
[Sam92, dWKSS93] przedstawil metode parametryzacji Sciezki krzywoliniowej jej diu-
goscia s i zaproponowal liniows i nieliniowa wersje praw sterowania dla zadania od-
twarzania zakladajac jednoczesnie stata predkosé postepowa wozka dwukotowego. Zatoze-
nie takie uproscito procedure projektowania prawa sterowania dla problemu odtwarzania.
Ograniczeniem podejécia byl postulat o wystarczajaco malej odlegtosci robota od zadanej
Sciezki (w stosunku do jej maksymalnej krzywizny) tak, aby przedstawiona parametryzacja
byta mozliwa i jednoznaczna. Realizacja Sciezek ztozonych z fragmentéw prostoliniowych
i lukéw okregéw byla tematem pracy [SdW93|. Uzyskane prawo sterowania stanowilo
rozszerzenie koncepcji nieciaglego stabilizatora stanu [dWS92] i gwarantowalo wyklad-
nicza zbiezno$é robota dwukolowego do zadanej Sciezki. W pracy [Sam95] zadanie od-
twarzania bylo rozwazane dla samochodu kinematycznego z dowolng liczba przyczep z
wykorzystaniem transformacji rownan pojazdu do modelu tancuchowego.

Stabilizacja w punkcie. Najtrudniejszym zadaniem sterowania dla ukladéw nieholo-
nomicznych jest problem stabilizacji w punkcie (ang. point stabilization). W przypadku
mniejszej liczby sterowan w stosunku do liczby sterowanych zmiennych stanu, wystepowanie
ograniczen nieholonomicznych nie pozwala na spelnienie warunkéw koniecznych asympto-
tycznej stabilizacji ciaglym, statycznym i niezaleznym od czasu sprezeniem zwrotnym od
stanu [Bro83]. Co wiecej, statyczna linearyzacja modeli tych uktadéw w otoczeniu stanu
stabilizowanego prowadzi do systemu niesterowalnego, zatem techniki liniowe nie maja
w tym przypadku zastosowania. Wszystkie dotychczas proponowane metody rozwigzania
tego trudnego zadania mozna zaliczy¢ do dwédch podstawowych rodzin:

e metody nieciagte,

e metody jawnie zalezne od czasu”.

Rodzine algorytméw nieciagltych niezaleznych w sposéb jawny od czasu dzieli sie na
dwie grupy [KM95]: sterowniki odcinkami ciagle oraz sterowniki $lizgowe. Przykladami
drugiego podejscia sa prace Blocha i wspoétautoréw (stabilizacja systemu Heisenberga
[BD94, Blo03]) oraz wspominana wczesniej praca [Chw04], w ktérej za pomoca tej samej
struktury sterownika rozwiazano takze zadanie stabilizacji w punkcie (poza poczatkiem
ukladu wspolrzednych). Regulatory $Slizgowe powoduja jednak w praktyce niekorzystne
zjawisko drgan sterowania i tym samym mozliwos¢ wzbudzania czestotliwosci rezonan-
sowych uktadu rzeczywistego, a takze moga skutkowaé¢ wzglednie duzym kosztem ener-

"Istnieja takze techniki hybrydowe taczace cechy obu wspomnianych metod [KM95, dWKSS93].
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getycznym sterowan [Per02]. Metody stabilizacji ciagle odcinkami zaproponowalo kilku au-
toréw. De Wit i Sgrdalen przedstawili podejscie geometryczne, w ktorym robot dwukotowy
wykladniczo zmierzal do punktu stabilizacji, a wspolrzedne robota transformowano do
nowej przestrzeni zwiazanej z rodzing okregéw przechodzacych przez poczatek ukladu
[dWS92, S¢93]. Bloch et al. w pracy [BRM92] przedstawil ogdlny algorytm przelaczanych,
odcinkami analitycznych sterowan stosowalny do szerokiej klasy systeméw w postaci mod-
elu Caplygina (z uwzdlednieniem poziomu dynamiki). Mukherjee et al. w [MCS99] zas-
tosowal nieliniowy oscylator ttumiony do zaprojektowania odcinkami gladkiego (lub prawie
gladkiego) 1 niezaleznego od czasu prawa sterowania dla systemu lancuchowego stosu-
jac jednoczesnie przejscie do wspélrzednych biegunowych. W pracy [YLBOO0] zastosowano
dwa nieciagte i proste podejécia motywowane geometrycznie uzyskujac stabilizacje prak-
tyczng dynamiki wozka dwukotowego z zalozonym bledem koncowym. Aicardi et al. anal-
izowal kinematyke woézka dwukolowego i skorzystal z wyrazenia bledéw stabilizacji we
wspdlrzednych biegunowych [ACBB95]. Zaproponowane prawo sterowania wyrazone w
tych wspélrzednych mialo charakter ciagly (nawet gladki), ale we wspélrzednych karte-
zjanskich stawalo sie nieciagle (osobliwe) w poczatku uktadu. Rozwiniecie i uogdlnie-
nie pomystu przedstawil Astolfi, ktéry wprowadzil pojecie o-procesu [Ast96]. Proces ten
polegal na niegtadkiej transformacji modelu do innej przestrzeni pozwalajac na projek-
towanie gladkich stabilizatoréw dla ukitadéw niehlonomicznych wyrazonych w nowych
wspotrzednych. Powrdt do przestrzeni przed transfomacja wiazal si¢ jednak z uchyle-
niem wlasnosci gladkoéci rozwiazania na rzecz stabilizatoréw tylko odcinkami cigglych®.
Wprowadzone uogdlnienie pozwolito na zaproponowanie tzw. prawie stabilizatoréw® dla
znacznie szerszej grupy systeméw (miedzy innymi dla systeméw lancuchowych), dajac
wyktadnicza zbiezno$é bledéw stabilizacji [Ast95a, Ast95b, Ast98]. Wydaje sig, iz réwniez
algorytm zaproponowany przez Tsuchiya, Urakubo i Tsujita w pracy [TUTO02] nalezy
zaliczy¢ do rodziny prawie stabilizatoréow. Wyktadnicza zbiezno$é stanu do poczatku uktadu
dla rozwazanego tam robota jednokotowego wynikata z odpowiedniego nastrojenia parame-
tréw regulatora. Struktura sterowanika natomiast byta rezultatem analizy stabilnosci
metoda funkcji Lapunowa i wynikala z zastosowania dwdch sktadnikéw sterowania: z ten-
sorem symetrycznym i antysymetrycznym. Zadaniem tego ostatniego bylo wypychanie
systemu z potencjalnych stabilinych punktéw réwnowagi innych od punktu zadanego. Za-
proponowana metodologa znajduje zastosowanie do klasy systeméw nieholonomicznych
pierwszego rzedu'® [Ura05].

Algorytmy odcinkami ciggle pozwalaja na uzyskanie zbieznosci wykladniczej i nie
prowadza do powstawania zjawiska drgan sterowania (systemy nie utykajg w punktach
nieciaglosci, [KM95]). Jednak zgodnie z rozwazaniami zawartymi w raporcie [LMS9§],
prawdopodobnie nie wykazujg one takze odpornosci na strukturalne zaburzenia pol wek-
torowych nominalnego modelu (1.1) w otoczeniu punktu stabilizacji. Wstepne wyniki ana-
lizy odpornosci odcinkami ciaglych praw sterowania zawarto w [Sg93, Ast96]. Ciekawym
artykulem przegladowym, w ktérym poréwnano i eksperymentalnie zweryfikowano kilka

8Brak cigglosci w sensie Lipschitza w otoczeniu punktu stabilizacji.

97 ang. almost stabilizers.

1984 to systemy, ktérych algebre Liego dopelniaja nawiasy Liego liczone tylko w oparciu o pola-
generatory [MS93].
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réznych praw stabilizacji (zaréwno nieciaglych jak i jawnie zaleznych od czasu) dla modelu
robota jednokolowego jest praca [KT02]. Jako kryteria poréwnawcze wybrano tam takie
wskazniki, jak odpornosé na zaktécenia pomiarowe, jakosé standw przejsciowych, szybkosé
odpowiedzi systemu oraz koncowe bledy stabilizacji.

Alternatyws dla grupy wyzej wspomnianych stabilizatoréw niecigglych sa prawa stero-
wania jawnie zalezne od czasu. Pierwsze propozycje gladkich stabilizatoréw dla robota
dwuko- lowego i tréjkolowego podal Samson [Sam90, Sam91, Sam93]. Zastosowal on
w réwnaniach sterownika skladniki sinusoidalne jako jawne funkcje zmiennej czasu T
pozwalajace na ustawiczne pobudzanie sterowanego systemu az do osiagniecia stanu refer-
encyjnego. W proponowanym podejsciu sktadniki sinusoidalne stanowia odpowiedz niettu-
mionego oscylatora liniowego. Pomyst zastosowania bardziej uniwersalnych ttumionych os-
cylatoréw nieliniowych do gladkiej asymptotycznej stabilizacji uktadéw nieholonomicznych
podali Mukherjee, Chen i Song [MCS99]. Ogélna metodologie projektowania gladkich
sterowni- kéw dla klasy systeméw bezdryfowych podal Pomet [Pom92]. Podstawowa wada
gladkich stabilizatoréw jest ich bardzo wolna zbieznos$é (ma charakter wielomianowy typu
e g > 1) i duza oscylacyjnosé stanéw przejsciowych. Z praktycznego punktu widzenia
zatem tego typu gladkie stabilizatory nie daja zadowalajacych wynikéw. Mozna jednak
znalez¢ w literaturze rozwiazania o lepszych wtasnosciach zbieznosci. Przyktad rézniczkowal-
nego stabilizatora jawnie zaleznego od czasu dajacego asymptotyczna zbiezno$é¢ wyktad-
niczg zaproponowal Dixon et al. stosujac technike przestrajanego oscylatora kinematy-
cznego [DJDO00]. Préba poradzenia sobie z wolna zbieznoscia gladkich sterownikéw byto
zrezygnowanie z wlasnosci ciaglosci w sensie Lipschitza i zerowanie skladnika jawnie za-
leznego od czasu w zalozonym otoczeniu stanu referencyjnego, uzyskujac jednak w ten
sposob tylko stabilno$é praktyczna [Sam95, dWKSS93|. Przyklady wspomnianych algo-
rytméw i ich zastosowania mozna znalezé takze w pracach [MPS98, MS04, JLNO1].

Innym rozwiazaniem problemu wolnej zbieznosci bylo wprowadzenie niegtadkich sta-
bilizatoréw homogenicznych [MM97, MMO98|, ktére gwarantuja zbieznosé¢ k-wykladnicza.
Raport [LMS98] dowodzi jednak o braku odpornosci sterownikéw homogenicznych w
otoczeniu stanu referencyjnego ze wzgledu na pewne zaklécenia pdl wektorowych mode-
lu nominalnego (patrz takze [MPS98]). Na skutek braku odpornosci zaburzony system
zamiast osiaga¢ stan zadany wpada zwykle w cykl graniczny w otoczeniu tego stanu
[MS04]. Aby poprawié¢ szybko$¢ zbieznosci algorytméw zaleznych od czasu z zachowaniem
ich odpornoéci na wspomniane zaburzenia modelu nominalnego!'!, zaproponowano tzw.
sterowniki hybrydowe. Algorytm hybrydowy odporny na zaburzenia modelu przedstawili
Morin i Samson w [MS99], gdzie prawo sterowania zalezalo od zmiennych stanu uaktual-
nianych tylko w dyskretnych chwilach czasu (patrz réwniez [MS04]). Okazalo si¢ jednak,
ze zaproponowane rozwiazanie nie zachowuje odpornosci na inne rodzaje zaktécen takie,
jak zaburzenia okresu prébkowania dyskretnej czesci stabilizatora prowadzac ponownie
do cykli granicznych wokét stanu referencyjnego. Zbieznoéé k-wykltadnicza dla systeméow
lancuchowych przedstawiono w pracach [Sg93, SE95], gdzie stabilizator hybrydowy poza
sktadnikami o charakterze ciaglym, posiadat dodatkowo niegladkie sprzezenie od stanu
uaktualniane w dyskretnych chwilach czasu. Inne przyktady stabilizatoréw hybrydowych

"Zgodnie z praca [MS04], sterowniki gtadkie sa relatywnie niewrazliwe na szumy pomiarowe oraz moga
wykazywaé odporno$é¢ na btedy modelowania.



1.2. Przeglad istniejacych rozwigzan 15

zawieraja prace [dWKSS93] oraz [BR95, LOO01]. Dwie ostatnie propozycje stanowia podej-
$cie uniwersalne gwarantujace odpornos¢ na zaburzenia modelu i zbiezno$é¢ wyktadnicza,
w ktérych dopuszcza sie w ramach pojedynczej iteracji sterowania wykorzystanie zaréwno
technik planowania (iteracyjne planowanie ruchu) jak i technik wykorzystujacych sprzeze-
nie zwrotne.

Problemy z ciagla stabilizacja systeméw nieholonomicznych spowodowaly pojawienie
sie nowych rozwiazan, ktére uchylaja zadanie stabilizacji asymtpotycznej na rzecz sta-
bilizacji praktycznej z zalozonym z gory, dowolnie malym lecz niezerowym bledem kon-
cowym. Zasadnosé¢ takiego podejscia moze potwierdzaé zasadniczy wynik pracy [Liz03|, w
ktorej dowiedziono, iz dla rozwazanych systemdw nie istnieje uniwersalny ciagly sterownik
gwarantujacy asymptotyczna stabilizacje dowolnych referencyjnych trajektorii dopuszczal-
nych, w tym trajektorii zdegenerowanych do statego punktu. Pierwsze préby zastosowa-
nia ciaglych i rézniczkowalnych stabilizatoréw praktycznych naleza do Dixona i wspotau-
toréw [DDZZ00, DDZBO01], ktérzy do ustawicznego pobudzania systemu zastosowali po-
mocnicze sygnaly tzw. ttumionego oscylatora o przestrajanej czestotliwosci. Blad regu-
lacji w tym przypadku zdefiniowano jako réznice miedzy pomocniczym sygnalem oscyla-
tora a odpowiedzia systemu. Bardziej ogdlne rozwiazanie dedykowane dla szerszej klasy
uktadéw podali Morin i Samson wprowadzajac pojecie funkcji transwersalnych [MS01b,
MSO03]. Istnienie takich funkcji réwnowazne jest wlasnosci sterowalnosci danego systemu
[MSO1la]. Autorzy poszerzyli wektor sterowan o dodatkowe sygnaly bedace czestotliwo-
$ciami wspomnianych funkcji, ktérych wykorzystanie pozwalalo na realizacje ruchu we
wszystkich kierunkach wynikajacych z algebry Liego sterowanego systemu. Obie wspo-
mniane koncepcje (Dixona et al. i Morina et al.) wydaja si¢ koncepcyjnie bardzo podobne.
Na dzien dzisiejszy wada obu rozwigzan jest duza oscylacyjnosé stanéw przejSciowych
i powazne problemy praktyczne zwiazane z fizyczng realizowalnoscia wysokoczestotliwo-
Sciowych sygnaléw sterujacych, ktorych realizacja jest gwarancja stabilnosci catego sys-
temu. Pierwsze préby ograniczenia koniecznoéci realizacji sterowan o duzych pulsacjach
oraz proby poprawienia jakosci standéw przejSciowych sterownika Dixona przedstawiono w
pracach [PK05, DGHCO05]. Warto podkresli¢, ze oba rozwiazania pozwalaja na realizacje
zaréwno zadan Sledzenia trajektorii jak i zadan stabilizacji w punkcie.

Podsumowujac nalezy zauwazy¢, ze kwestie dobrej jakosciowo realizacji réznych zadan
sterowania dla systeméw nieholonomicznych pozostaja nadal otwartym problemem bada-
wezym. Szczegdlnie intensywnych analiz wymagaja takie zagadnienia, jak uniwersalnosé
proponowanych rozwiazan, szybkos¢ zbieznosci btedéw regulacji w potaczeniu z nieoscy-
lacyjnymi stanami przej$ciowymi, odpornosé na rézne rodzaje zaktdcen oraz uwzglednie-
nie ograniczen pasma i mocy stosowanych w praktyce ukladéw wykonawczych. Przed-
stawiony powyzej krétki opis stosowanej metodologii sterowania dla ukiadéw nieholo-
nomicznych nie wyczerpuje wszystkich propozycji zawartych w literaturze. Celem autora
bylo zarysowanie aktualnego stanu wiedzy z zakresu sterowania ze sprzezeniam zwrot-
nym dla uktadéw nieholonomicznych oraz przywotanie wazniejszych prac i ich wynikéw.
Bardziej szczegotowe informacje znajduja sie w cytowanych wyzej pozycjach oraz zawartej
w nich bibliografii. Dobry przeglad algorytméw sterowania dla réznych probleméw regu-
lacji mozna znalezé w pozycjach [KM95, Blo03, dWSB96, MS04], a takze w [dWKSS93,
MS02, GHy02, TMD™00].
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1.3 Zakres i wktad rozprawy

W prezentowanej pracy zaproponowano nowa metode projektowania odcinkami ciaglych
sterowan ze sprzezeniem zwrotnym od stanu dedykowana dla pewnej podklasy bezdry-
fowych systeméw dynamicznych i nazwana metoda orientowania pél wektorowych (w skro-
cie!?: VFO). Metoda ta wynika z intuicyjnej interpretacji geometrycznej dotyczacej struk-
tury modelu rozwazanych systeméw i ich potencjalnej ewolucji w czasie w odpowiedzi na
sygnaly wejsciowe. Wprowadzona metodologia postuzy do systematycznego wyprowadzenia
nowych praw sterowania dla kilku wybranych systeméw dynamicznych. Przedstawione
zostanie rozwiazanie dwéch zadan sterowania:

e zadanie $ledzenia trajektorii dopuszczalnych i pobudzajacych,
e zadanie stabilizacji w stalym punkcie referencyjnym.

Wykorzystanie sterownikéw VFO gwarantuje asymptotyczna zbieznoéé¢ bledéw regulacji
e(7) do zera dla obu powyzszych zadan. Zastosowanie metody VFO zostanie w prezen-
towanej pracy ograniczone do podklasy bezdryfowych systeméw nieholonomicznych o
dwdch sterowaniach:

q 2 g1(q)u1 + g2(q) us = G(q) u, (1.5)

gdzie q = g1 ... ¢)7 € Q C R",n > 2 stanowi wektor zmiennych stanu w przestrzeni
konfiguracyjnej O, u 2 [up us]T € U C R? jest wektorem sygnaléw sterujacych, a
G(q) = [g1(q) g2(q)] € R™? jest macierza kinematyki. Relacje wiazace w modelu (1.5)
sygnaly sterujace u ze zmiennymi konfiguracyjnymi q stanowig réwnania rézniczkowe pier-
wszego rzedu'®. Dodatkowo, spetnienie w kazdej chwili réwnan modelu (1.5) determinuje
zachowanie w kazdej chwili niecatkowalnych skleronomicznych wiezéw kinematycznych

(ograniczenia nieholonomiczne pierwszego rzedu) postaci:
f(g,q)=0 lub inacze] A(q)g =0, (1.6)

gdzie A(q) € R™*™ jest tzw. macierza ograniczen.

Prosta i intuicyjna interpretacja geometryczna zwiazana z ogdlna struktursg modelu
(1.5) i jego potencjalna ewolucja w czasie pozwala na zaproponowanie jednolitej i sp6jnej
metodologii projektowania praw sterowania dla réznych systeméw z rozwazanej klasy
i roznych zadan sterowania. Wydaje sie, iz wydzielenie takiej podklasy ze wzgledu na
poczyniong interpretacje jest pomystem nowym i daje nowe spojrzenie na grupe systemow,
ktore jak sie okaze posiadaja pewne wspdlne cechy zwigzane ze sposobem ich ewolucji w
czasie.

Proponowane podejécie generalnie nie wymaga transformacji wspétrzednych stanu sys-
temu do jakiejkolwiek przestrzeni pomocniczej i w efekcie pozwala na uzyskanie wynikow
o charakterze globalnym, co jest istotne tak z teoretycznego, jak i praktycznego punktu
widzenia. Wyprowadzone i zaproponowane réwnania sterownikow charakteryzuje pro-
stota struktury i mozliwosé prostej fizykalnej interpretacji wszystkich wystepujacych w

12 Jest to skrét przyjety na podstawie terminologii angielskiej od stéw Vector Field Orientation.
13W przypadku uktadéw mechanicznych réwnanie (1.5) definiuje kinematyke systemu, gdzie sygnaly
sterujace u maja fizyczna interpretacje predkosci.
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niej sktadnikéw. Obie cechy sa bardzo pozadane w praktyce, gdyz gwarantuja prostg i
intuicyjna parametryczna synteze sterownikéw niezaleznie od warunkéw poczatkowych
sterowanego systemu i rodzaju sygnatéw referencyjnych.

Otrzymane prawa sterowania nalezy w ogélnoéci zaliczyé do grupy nieciagtych!'* sterowan
klasy C°, gdzie zbiér punktéw niecigglogci ma miare zero.

Wyniki symulacyjne pokazuja dobra jakosé¢ dynamiczng sterownikow VFO, przez co
nalezy rozumie¢ szybka i nieoscylacyjng zbieznos¢ btedow regulacji do zera zaréwno dla
zadania Sledzenia jak i stabilizacji. Nieoscylacyjny charakter zbieznosci implikuje takze
niski koszt energetyczny sterowania (w poréwnaniu do wiekszosci metod znanych z lite-
ratury przedmiotu) oraz naturalny ruch systemu w przestrzeni zadania. Te ostatnie cechy
sterownikow VFO maja szczegdlne znaczenie z punktu widzenia praktycznych zastosowan.

Metodologia VFO zostala zastosowana do kilku, znanych z literatury, przyktadéw sys-
teméw nieholonomicznych takich, jak: robot jednokotowy, manipulator z przektadniami
nieholonomicznymi oraz abstrakcyjny model systemu tancuchowego, przy czym wymi-
arowos¢ stanu wszystkich systeméw zostanie ograniczona do trzech. Dodatkowo pod-
jeto prébe rozszerzenia stosowalnosci metody VFO na przyktadzie liniowego systemu
afinicznego trzeciego rzedu.

Sterowanie z orientowaniem pdl wektorowych wydaje sie stanowi¢ pewne uogdlnie-
nie koncepcji sterowania we wspoétrzednych biegunowych zaproponowanej miedzy innymi
w pracach [ACBB95, Ast96]. Jest to takze préba jednolitego podejscia do zagadnienia
sterowania dla pewnej grupy systeméw dynamicznych, wlaczajac w to takze systemy
afiniczne z dryfem. Pierwsze préby potaczenia za pomocg wspdlnej metodologii proje-
ktowej systemdw tak réznych jakosciowo jak silnie nieliniowe uktady bezdryfowe i liniowe
systemy z dryfem daja, w mniemaniu autora, interesujace wyniki i wnioski dotyczace
syntezy pewnych, dobrze juz poznanych praw sterowania dla systeméw holonomicznych.

Zgodnie z wiedza autora, metoda orientowania po6l wektorowych stanowi nowe, niepu-
blikowane wczesniej w literaturze przedmiotu rozwiazanie probleméw sterowania dla pod-
klasy bezdryfowych systeméw nieholonomicznych. Wydaje sie, ze metodologia VFO mozne
stanowié¢ probe unifikacji podejscia do zagadnien sterowania w obszarze nieliniowej teorii
sterowania dla uktadéw z ograniczeniami niecatkowalnymi. Prostota syntezy praw sterowa-
nia VFO gwarantujaca dobra jakos¢ w stanach przejSciowych niezaleznie od warunkéw
poczatkowych, moze stanowié¢ alternatywe dla trudnej i nierozwiazanej jak dotad kwestii
parametrycznej syntezy istniejacych sterownikéw nieliniowych (dla rozwazanej klasy sys-
teméw). Geometryczna interpretacja stanowiaca geneze powstania metody VFO pozwala
na matematyczne sformalizowanie codziennego doswiadczenia kierowcéw nieholonomicznych
pojazdow kolowych wykonujacych manewry parkowania oraz jazdy wzdluz autostrady.
W wyniku takiego podejscia i jego uogdlnienia dla pewnej grupy uktadow, uzyskuje sie
prawa sterowania gwarantujace naturalny ruch sterowanych systeméw w przestrzeni zada-
nia niezaleznie od warunkéw poczatkowych, rodzaju sygnaléw referencyjnych oraz nastaw
sterownika.

Koncepcje sterowania z orientowaniem pél wektorowych, metodologie projektowania
praw sterowania VFO oraz przyktady jej wykorzystania prezentuje dalsza czesS¢ niniejszej
pracy, ktora zorganizowano w nastepujacy sposéb. Czeéé pierwsza dotyczy rozwazan teore-

4Brak ciagloéci w sensie Lipschitza.
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tycznych. Rozdzial 2 prezentuje istote metody VFO wraz z jej interpretacja geometryczna,
a takze zawiera podstawowe definicje poje¢ charakterystycznych dla nowej metody i uzy-
wanych w dalszych rozwazaniach. Rozdzial 3 po$wiecony jest zastosowaniom strategii
VFO dla czterech przyktadowych systeméw dynamicznych o tréjwymiarowych wektorach
stanu. Kazdy przyktad sktada si¢ z formalnej analizy dotyczacej wykorzystania nowej
metodologii projektowej oraz z weryfikacji symulacyjnej wyprowadzonych sterownikow.
Na koficu rozdzialu zawarto uogodlnienia i komentarze nasuwajace sie po analizie przy-
toczonych przyktadéw. Klasyfikacje proponowanej metody sterowania oraz jej jakosciowe
poréwnanie z wybranymi z literatury algorytmami sterowania zawiera rozdziat 4. Pod-
sumowanie i wyszczegodlnienie dalszych kierunkéw badan zawiera rozdzial 5, ktéry konczy
cze$é teoretyczng pracy. Cze$é¢ druga niniejszej rozprawy zawiera wyniki badan ekspery-
mentalnych nowych sterownikéw VFO, przeprowadzonych z wykorzystaniem nowej mod-
utowej kotowej platformy mobilnej MMS zaprojektowanej i wykonanej w Katedrze Sterowa-

nia i Inzynierii Systemdéw Politechniki Poznanskiej.



Rozdziat

Metodologia VFO

W rozdziale tym w sposob ogdlny przedstawiona zostanie koncepcja sterowania z orien-
towaniem po6l wektorowych z wyszczegdlnieniem klasy systemoéw, ktérej ona dotyczy.
Poczynione rozwazania bedg mialy na celu wprowadzenie w nowa metodologie projektowa-
nia sterowania oraz wyjasnienie proponowanego podejscia. Szczegdlowa analiza metody
VFO zostanie poczyniona w nastepnym rodziale w odniesieniu do konkretnych przyktadow
jej zastosowania.

2.1 Interpretacja geometryczna

Rozwazmy podklase ¥ bezdryfowych systeméw nieholonomicznych (1.5)-(1.6) z dwoma

sterowaniami postaci:

. A
Y. g=g1u1 +92(9)u2 = G(q) u, (2.1)
gdzie
q1
q2
g2 |72 % egcr, n>2  wl | eucr?
q U2
dn
a pola-generatory g1, g2(q) maja nastepujaca forme:
1 0
0 92(q) [ 0 ]
A A A
a=|1. w@=| . |=|. . (22)
: : 95(q)
0 9n(q)
Sktadowe g;(q), i = 2,...,n oznaczaja pewne funkcje zmiennych stanu. Powyzsza postaé

generatoréw jest charakterystyczna dla wielu modeli systemow nieholonomicznych o duzym
znaczeniu praktycznym. Dla innych systemdéw natomiast moze ona zostaé¢ uzyskana poprzez
zwykla zamiane kolejnosci wspétrzednych w wektorze stanu g lub poprzez lokalna dyfeo-
morficzna transformacje zmiennych stanu (twierdzenie o prostowaniu [TMD*00]). W przy-
padku koniecznosci zastosowania transformacji lokalnej, wszystkie rozwazania pozostaja
stuszne tylko lokalnie dla ¢ € Q@ C R™.

19
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Metoda VFO wynika z prostej geometrycznej interpretacji zwigzanej z powyzsza postacia
modelu systemu bezdryfowego oraz z potencjalng ewolucja tego systemu w odpowiedzi na
specyficzne sygnaly wejsciowe u. Przeanalizujmy teraz strukture systemu (2.1)-(2.2).

Z zalozenia (2.2), pierwsze pole podstawowe g; (tzw. generator) jest polem stalym,
skierowanym wzdluz wspotrzednej ¢; przestrzeni stycznej 7Q C R™. Zatem pierwsze réw-
nanie w (2.1) ma posta¢ liniowego réwnania rézniczkowego definiujacego jednowymiarowy
podsystem dynamiczny 3!

»l: 41 = uy. (2.3)

Drugie pole podstawowe go2(q) = [0 57 (q)]” jest funkcja zmiennych konfiguracyjnych gq.
Wspéhrzedne g;(q) pola g5(q) € R"! determinuja biezacy kierunek generatora gs(q) w
podprzestrzeni stycznej 7 Q* € R" L. Zatem zmiana wartosci zmiennych konfiguracyjnych
g pozwala na zmiane wspélrzednych g;(q), a tym samym na zmiane kierunku pola gs(q) w
R™~1. Warto zauwazy¢, ze oba pola wektorowe zdefiniowane w (2.2) sa zawsze ortogonalne
wzgledem siebie (g7 g2(q) = 0), a takze sq zawarte w plaszczyznach ortogonalnych do
siebie w R™.

Zapiszmy pozostale n — 1 réwnan rézniczkowych modelu ¥ (réwnanie (2.1)) jako n—1
wymiarowy podsystem dynamiczny >* postaci:

DI q" = g5(q) us, (2.4)

gdzie ¢* 2 [G2 ... ¢n]" € R"1. Z postaci podsystemu ©* wynika, ze kierunek pola predkosci
g* jest rownowazny kierunkowi pola g3, co mozna zapisaé¢ jako:

Dir{q"} = Dir{g>(q)}- (2.5)

Znak sygnalu uy okresla dodatkowo zwrot pola predkosci ¢* wzdluz kierunku g3. Mozna
zatem powiedzieé, ze orientacje pdl g* i g5 sa zgodne, gdy us > 0, a przeciwne, gdy us < 0
przy zachowaniu wspolnego kierunku. Gdybysmy teraz zalozyli, ze przynajmniej czesé
wspélrzednych g;(q) pola g;(q) zalezy bezposrednio od pierwszej zmiennej konfiguracyjne;

qi: 5
di—2,.n % Z#0, (2.6)

a reszta z nich zalezy od zmiennej ¢ w sposéb posredni (np. poprzez relacje catkowa
wynikajaca z réwnan modelu), to wykorzystujac réwnanie (2.3) mogliby$my za pomoca
odpowiednio skonstruowanego sterowania w; w zalozony sposéb wplywaé na chwilowy
kierunek i orientacje generatora g4(q) w R"~!. Proces zmiany orientacji nazwiemy orien-
towaniem pola g5(q) (lub réwnowaznie pola g2(q) ze wzgledu na zerowa pierwsza wspolrze-
dna: ¢ = 0). Zmienne konfiguracyjne, od ktérych zaleza funkcje g; i ktére tym samym
maja wplyw na biezaca orientacje generatora g; nazwiemy zmiennymi orientujgcymi.
Zatem z zalozenia (2.6) ¢; jest zmienng orientujaca. Ze wzgledu na réwnanie (2.3) oraz
powyzsza interpretacje, sterowanie u; mozemy okresli¢ mianem sterowania orientujgcego.
Sterowanie to bowiem wplywa bezposrednio na warto$é zmiennej orientujacej g1, a tym
samym na chwilowa orientacje pola g5.

Przyjrzyjmy sie teraz podsystemowi ¥* z réwnania (2.4), zgodnie z ktérym ewolucja
A T
= lq2..qn)
nia ug wdtuz aktualnego kierunku pola g3. Znak sygnatu uy okresla zwrot pola predkosci

wektora gq* € R"! zachodzi zawsze proporcjonalnie do wartoéci sterowa-
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*

g*, czyli strategie ewolucji typu: ruch do przodu lub ruch do tylu na kierunku g3. Sto-
sujac ponownie interpretacje geometryczng mozemy powiedzieé, ze sterowanie uo popy-
cha podsystem (2.4) (lub inaczej podwektor stanu q*) wzdluz biezacego kierunku pola
g5. Takie sterowanie nazwiemy zatem sterowaniem popychajgcym. Przyktadowa ilustracje
powyzszej interpretacji w przestrzeni R? dla obu strategii ewolucji prezentuje rys. 2.1.

Rys. 2.1: Zalezno$ci geometryczne miedzy polami ¢*, g5 oraz h* w przestrzeni R2.

Zalbézmy teraz, ze zadaniem sterowania jest zapewnienie zbieznoéci aktualnego stanu
q = [¢1 ¢*7]T systemu (2.1) do pewnego stanu referencyjnego q; = [q1; ;7 ]7. Zdekom-
ponujmy to zadanie na dwa podzadania: 1) zbieznosé¢ ¢* — ¢q; oraz 2) zbieznos$¢ q1 — qus.
Wprowadzmy takze pojecie pola wektorowego zbieznosci w R™! i oznaczmy je przez
h* = h*(q, q,-). Wektor h*(q, q:,-) z zalozenia definiuje w kazdym punkcie g* chwilowy
kierunek zbieznosci do stanu referencyjnego q; . Zgodnie z przeprowadzona wczesniej inter-
pretacja, realizacja pierwszego podzadania wymaga zmiany kierunku pola g5 (za pomoca
sterowania u1) tak, aby nalozy¢ je (przynajmniej w granicy dla 7 — oo) na kierunek
zbieznosci definiowany polem h*. Wprowadzajac pojecie skierowanego kgta orientacyi
a’ Z(g3,h*) € (—m, 7| oraz kosinusa tego kata (por. rys. 2.1):

g5 h*
| g3l Il h*|]

mozemy stwierdzi¢, iz natozenie kierunku g3 na kierunek pola zbieznoéci h* réwnowazne

A
Ccos & =

jest spelnieniu relacji: cos« — +1. Uzgodnienie kierunkéw pdl g5 i h* (a tym samym ¢*
i h* zgodnie z (2.5)) pozwala w konsekwencji na proste popchniecie stanu q* za pomoca
sterowania ug wzdluz kierunku zbieznoéci do stanu referencyjnego gf. Oczywiscie, aby
system zmierzal do stanu referencyjnego (a nie oddalal si¢ od niego) nie tylko kierunki,
ale i zwroty pol ¢* oraz h* musza by¢ zgodne (patrz rys. 2.1). Uzgodnienie kierunkéw i
zwrotow q* oraz h* jest tozsame z uzgodnieniem orientacji tych pél.

Jak dotad, wedtug powyzszej strategii, zmienna orientujaca q; spetnia role pomocnicza
— bierze bezposredni udzial w procesie orientowania. Generalnie zatem nie ma gwarancji,
ze realizacja podzadania 1) zapewnia jednoczesnie zbieznosé ¢ do q1¢. Co wigcej, w stanach
przejéciowych zmienna orientujaca q; moze chwilowo oddalaé¢ sie od wartoéci referencyjnej
q1: tak, aby zapewni¢ efektywno$é¢ procesu orientowania. Realizacja podzadania 2) musi
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zatem wynikaé¢ z konstrukcji petnego wektora zbieznosci

hl(q7 qta')
hQ(qv qta') h .
A A > dt n
ha.q.) 2 [0 2 g 2.7
hn(Qa Qt,')

ktorego posta¢ winna zapewniaé spelnienie nastepujacej relacji:
h(q,q:,-) : q}ingl* q1(u1(q*, q;)) — que- (2.8)
4

Konstruowanie pola h(q, q¢, -) nie jest zadaniem jednoznacznym i daje swobode w ksztal-
towaniu stanéw przejsciowych sterowanego systemu. W pracy zaproponowane zostang dwie
ogoblne postaci pola h rézne dla zadan Sledzenia i stabilizacji, wynikajace jednak ze wspol-
nej koncepcji projektowej. Koncepcja ta zaktada, iz elementy wektora zbieznosci stanowia
liniowag kombinacje bledu regulacji € i sygnalu wyprzedzajacego v dla danej zmiennej
stanu:

hi 2 kigi +vi, k>0,  i=1,2...n (2.9)

gdzie elementy e; oraz v; wynikaja z konkretnej postaci modelu rozwazanego systemu.

Wspomniane wczeéniej procesy orienowania i popychania nie musza by¢ realizowane
sekwencyjnie. W dalszej czesci pracy zaproponowane zostanie ciggle sterowanie, w ktérym
oba procesy zachodza jednoczes$nie. Realizacja procesu popychania przy niepelnej zgod-
nosci kierunkéw poél g5 i h* jest uzasadniona, albowiem do zapewnienia chwilowej zbieznosci
stanu q* wystarcza, aby kat orientacji « a Z(g4, h*) # £m/2 [TMD'00, SR03]. Rozsad-
nym wydaje sie jednak, aby intensywnosé procesu popychania (czyli warto$é normy || g*||)
ograniczy¢ w takim przypadku do chwilowego ortogonalnego rzutu pola zbieznosci h* na
biezacy kierunek g5. Mozna méwié¢ w takiej sytuacji o zasadzie popychania ostroznego, z
ktorej wynika, iz maksymalna intensywno$¢é popychania jest dozwolona tylko w sytuacji
catkowitej zgodnoéci kierunkéw h* i g3.

Zgodnie z powyzszym rozumowaniem, strategie VFO dla systemu (2.1)-(2.2) mozna
zwiezle zapisaé¢ za pomoca nastepujacych relacji:

h(q,q:,") : S a(ui(q*, q;)) — qut (2.10)
w o lim gi(g(r)||R*(g(r),") = lim g5(q(r) k(r) = h*(g(r),") (211)
wp : 1G5 ()] o | h*(a(r), )] cosa, a2 Z(gh, hY) (2.12)

gdzie k(7) jest pewna funkcja skalarng (rézna od zera). Relacja (2.11) pozwala na wyprowa-
dzenie tzw. warunkéw orientowania, czyli warunkéw gwarantujacych natozenie kierunku
pola g5 na kierunek pola zbieznosci h*.

Zgodnie z (2.5), relacje (2.11) mozna alternatywnie zastapi¢ w nastepujacy sposob:

we o lim g*(r) 11 R7(g(r),) = lim ¢"(r)k (1) = k", (2.13)

przy czym skalarna funkcja k?l(T) musi byé w tym przypadku nieujemna, co wynika z
koniecznosci uzgodnienia takze zwrotéw obu pol ¢* 1 h*. Zapewnienie zgodno$ci kierunkéw
i zwrotow q* i h* wynika w tym przypadku ze wspdlpracy obu sterowan u, oraz us.
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W kolejnym rozdziale, uzyskane na podstawie (2.11) lub (2.13) warunki orientowa-
nia beda bezposrednio wykorzystywane do konstruowania sterowania orientujacego u dla
kilku wybranych systeméw dynamicznych.

Projektowanie sterownikéw VFO wymaga wprowadzenia pewnych zmiennych pomoc-
niczych oraz bltedéw pomocniczych wykorzystywanych podczas realizacji procesu orien-
towania. Postaci zmiennych pomocniczych wynikaja z warunkéw orientowania uzyski-
wanych bezposrednio z relacji (2.11) (lub z (2.13)). Szczegdly projektowe zostana przed-
stawione w nastepnym rozdziale w oparciu o konkretne przyktady zastosowania metodologii
VFO.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, metodologia sterowania z orientowaniem pdl
wektorowych (VFO) polega na dekompozycji modelu ¥ na dwa podsystemy X! i % (X =
! @ ¥*) oraz w konsekwencji na dekompozycji zadania sterowania na procesy orientowa-
nia i popychania. Dekompozycja ta wynika z prostej geometrycznej interpretacji postaci
modelu (2.1)-(2.2) i jego potencjalnej ewolucji w odpowiedzi na specyficzne sygnaly wejs-
ciowe: sterowanie orientujace w1 i sterowanie popychajace us. Podobna terminologie syg-
naléw wynikajaca z interpretacji geometrycznej zastosowano w pracy [BRM92]. Istotnym
elementem przedstawionej ogdlnej strategii jest zastosowanie pola zbieznoéci h, ktérego
konstrukcja zapewnia spelnienie relacji (2.8). Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na fakt,
iz klasyczne strategie sterowania definiuja kierunek zbieznosci jako h(q, g4, -) oy q:—q
przy prébie jednoczesnego wymuszenia ruchu sterowanego systemu wzdluz wszystkich
sktadowych pola h € R”. Stosowanie tego podejscia do sterowania ukladami nieholo-
nomicznymi jest préba przeniesienia metodologii znanej z teorii sterowania dla ukladow
holonomicznych. Jednak w przypadku systeméw z natozonymi niecatkowalnymi wiezami
predkosciowymi, taka strategia generalnie wiaze si¢ z duzg oscylacyjnoscia stanéw przejs-
ciowych oraz wzglednie wysokim kosztem energetycznym sygnaléw sterujacych. Przyczyna
takiego stanu rzeczy w tym przypadku jest konieczno$é realizacji efektywnej ewolucji sys-
temu takze wdtuz kierunkéw zabronionych definiowanych nawiasami Liego pdl-generatoréw.
W konsekwencji, ruch systemu jest nacechowany duza iloscia nawrotéw w stanach przej-
$ciowych. Rozwiazanie proponowane w niniejszej pracy stanowi pewna alternatywe w sto-
sunku do wigkszosci istniejacych metod sterowania, pozwalajaca na poprawe jakosci pro-
ceséw dynamicznych i jednocze$nie wydaje sie by¢ prébg uogoélnienia koncepcji sterowania
we wspoélrzednych biegunowych [ACBB95, Ast96].

2.2 Terminologia

Aby uscisli¢ przedstawiong w poprzednim paragrafie terminologie, wprowadzimy na uzytek
niniejszej pracy kilka istotnych definicji. Pozwola one na jednoznaczna analize konkretnych
przyktadéw systeméw podklasy Y z punktu widzenia stosowalno$ci metody orientowania
pdél wektorowych. W oparciu o zdefiniowane pojecia, zaproponowany zostanie nowy podzial
trajektorii referencyjnych uwzgledniajacy poczynione wyzej interpretacje geometryczne.

Wprowadzmy na poczatku nastepujace oznaczenia, do ktérych odnosza sie ponizsze
definicje:

2

o u; U u2t]T — sterowanie referencyjne,
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Uy — zbidr sterowan referencyjnych: u;s € Uy, i = 1,2,

qj — j-ta sktadowa wektora q € R", j =1,...,n,
e g(q) € R"™ — niezerowe, ograniczone pole wektorowe jako funkcja wektora g € R,

z(+) = [21(-) ... z.(-)]T € R™ — niezerowe, ograniczone, ustalone lub zmienne pole

wektorowe odniesienia w R™.

2.2.1 Podstawowe definicje

Definicja 2.7 (Kierunek pola w R"™) Kierunkiem pola wektorowego g(q) € R™ w prze-
strzeni R™ okreslonym wzgledem pewnego wybranego pola odniesienia z(-) € R™ nazywamy
kqt 3 a <(g(q),z(+)) € [0,7) okreslony jako

(2.14)

ﬁ é arccos { gT(q)Z() } .

la(@ll | z()ll

<&

Definicja 2.8 (Pole kierowalne) Polem kierowalnym nazywamy takie pole wektorowe
g(q) € R", ktorego biezqcy kierunek [ wzgledem pewnego pola odniesienia z(-) € R™
zalezy od bieZgcych wartosci zmiennych q:
op
L z0 = B=4(4,). 2.15
o # 5= a,) (2.15)
o

Definicja 2.9 (Osiggalnoéé kierunku w R") Kierunek 3 € [0,7) okreslony wzgledem
pewnego pola odniesienia z(-) € R™ nazywamy osiggalnym przez pole g(q) € R™ w przestrzeni
R™, jezeli istnieje reqularny punkt g € R™ pola g(q) taki, zZe:

<(9(@),=() = 6. (2.16)

<&

Definicja 2.10 (Pole w pelni kierowalne w R"™) Pole g(q) € R" nazywamy w pelni
kierowalnym w przestrzeni R™ wzgledem pewnego pola odniesienia z(-) € R™, jezeli:

Y. Jaerr + <(g(@),2()) =P, (2.17)

gdzie q jest regularnym punktem pola g(q).
o

Definicja 2.11 (Kierowanie pola) Kierowaniem pola g(q) € R™ nazywamy proces zmia-
ny kierunku [(q,-) tego pola wzgledem pewnego pola odniesienia z(-) w wyniku zmiany
punktu q pola g(q) w R"™.
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Definicja 2.12 (Orientacja pola w R™) Orientacjqg pola wektorowego g(q) € R™ w prze-
strzeni R™ okreslong wzgledem pewnego wybranego pola odniesienia z(-) € R™ nazywamy
kqt skierowany « 2 Z(9(q),z(+)) € (—m, 7|, ktdérego kosinus okresla sie jako

cosa 2 M (2.18)

la@l 120l

<&

Powyzsza definicja nie zaklada obliczania wartosci kata o na podstawie (2.18), poniewaz
wynik takiego obliczenia bylby w przypadku orientacji (kata skierowanego) niejedno-
znaczny. Orientacja pola wektorowego w odréznieniu od kierunku tego pola uwzglednia
zatem takze zwrot pola wzdluz lini kierunku na ktérym ono dziala. Zgodnie z (2.18) dla
kolinearnych pdl ga(q) i z(-) o zgodnych zwrotach @« = 0 = cosa = +1, a dla pdl o
zwrotach przeciwnych a = 7 = cosa = —1.

Definicja 2.13 (Pole orientowalne) Polem orientowalnym nazywamy takie pole wek-
torowe g(q) € R", ktdrego biezgca orientacja o wzgledem pewnego pola odniesienia z(-) €

R™ zalezy od biezgcych warto$ci zmiennych q:

8_in = a=uag,"). (2.19)
o

Definicja 2.14 (Osiagalno$é orientacji w R"™) Orientacje @ € (—m, 7| okreslong wzgle-
dem pewnego pola odniesienia z(-) € R™ nazywamy osiggalng przez pole g(q) € R™ w

przestrzeni R"™, jezeli istnieje reqularny punkt ¢ € R™ pola g(q) taki, ze:

Z(9(@), 2(-)) = . (2.20)
<&

Definicja 2.15 (Pole w pelni orientowalne w R"™) Pole g(q) € R™ nazywamy w pelni
orientowalnym w przestrzeni R™ wzgledem pewnego pola odniesienia z(-) € R™, jezeli:

Vae(-mr Fgern : £(9(q), 2(1) =@, (2.21)

gdzie q jest reqularnym punktem pola g(q).
o

Definicja 2.16 (Orientowanie pola) Orientowaniem pola g(q) € R™ nazywamy pro-
ces zmiany orientacji a(q,-) tego pola wzgledem pewnego pola odniesienia z(-) w wyniku
zmiany punktu q pola g(q) w R™.

o

Zgodnie z modelem (2.1)-(2.2), zmiana punktu g € Q pola go(q) wynika bezposrednio
z oddzialywania sygnaléw sterujacych w i moze zostaé przeprowadzona w sposob ciagly,
gdy system (2.1) jest sterowalny. Celowe orientowanie generatora go(q) w modelu (2.1)

jest mozliwe poprzez odpowienio skonstruowane sterowanie u € U.
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Definicja 2.17 (Zmienna orientujaca) Dana jest orientacja «(q,-) pola g(q) wzgle-
dem pewnego pola odniesienia z(-). Kazdg sktadowq qj, j = 1,...,n wektora ¢ € R"
(definiujgcego punkt pola g(q) € R™), ktora spelnia relacje:

aa(q, )

—=Z0 (2.22)

86]]'
nazywamy zmienng orientujgcq (precyzyjnie: zmienng orientujgcg pole g(q)). Innymi stowy,
kazdg zmienng qj, ktora ma wplyw na zmiane orientacji a(q,-) pola g(q) nazywamy zmi-
enng orientujgcg. Wprowadzajgc pojecie zbioru zmiennych orientujgcych Q, mozemy za-
pisac: q; € Q, & zachodzi (2.22).
o

Zakladajac spelnienie warunku (2.6) oraz uwzgledniajac (2.18), zmienna konfiguracyjna
q1 jest zmienna orientujaca dla systemoéw z rodziny .

Definicja 2.18 (Sterowanie orientujace) Sterowaniem orientujgcym nazywamy takie
sterowanie u; € U, 1 = 1,2, ktére w modelu (2.1)-(2.2) spelnia przynajmniej jedno réw-
nanie rozniczkowe postaci:

4; = 9(qQ)ui, gdzie gq; € Qo, (2.23)

a g(q) oznacza pewng niezerowq funkcje zmiennych stanu q € Q. Wprowadzajgc pojecie
zbioru sterowari orientujgcych U, mozemy zapisac: u; € U, < Iq; = zachodzi (2.23).

Zakladajac, ze q1 € Q,, zgodnie z modelem (2.1)-(2.2) sterowanie u; € U,.

Definicja 2.19 (Zmienna orientujaca sterowana bezposrednio) Kazdg zmienng
orientujgce q; € Qo, j = 1,...,n spelniajgcg w modelu (2.1)-(2.2) réwnanie (2.23),
w ktorym g(q) = 1 nazywamy zmienng orientujgcq sterowang bezposrednio.

o

Z postaci modelu (2.1)-(2.2) wynika, ze gdy ¢1 € Q,, to jest ¢1 jest zmienng orientujaca
sterowana bezposrednio.

Definicja 2.20 (Sterowanie popychajace) Sterowaniem popychajgecym nazywamy takie
sterowanie u; € U, 1 = 1,2, ktére w modelu (2.1)-(2.2) spelnia przynajmniej jedno réw-
nanie rozniczkowe postaci:

q; = g(@)u;, gdzie q; & Qo, (2.24)

a g(q) oznacza pewng niezerowq funkcje zmiennych stanu q € Q. Innymi stowy, sterowaniem
popychajgcym jest takie sterowanie u; € U, ktore poprzez réwnanie (2.24) wplywa na
ewolucje przynajmniej jednej zmiennej q; nie bedgcej zmienng orientujgeq. Wprowadzajgc
pojecie zbioru sterowan popychajgcych U, mozemy zapisac: u; € U, < 3q; : zachodzi (2.24).
o
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Definicja 2.21 (Sterowanie orientujaco-popychajace) Sterowaniem orientujgco-po-
pychajgcym w modelu (2.1) nazywamy takie sterowanie u; € U, i = 1,2, ktdre jest zaréwno
sterowaniem orientujgcym jak i popychajgcym, czyli speinia nastepujgce relacje:

u; €U, N uieup = uiG(uoﬂup).
&

Definicja 2.22 (Catkowita dekomponowalnosé) System (2.1)-(2.2) nazywamy calko-
wicte dekomponowalnym na podsystem wylgcznie orientujgcy @ podsystem wylgcznie popy-
chany, jezeli spelnione sqg nastepujgce relacje:

UNU, =0, oraz U, #0, U, # 0, (2.25)

co oznacza, Ze w systemie (2.1) wystepuje jedno sterowanie orientujgce i jedno sterowanie
popychajqgce.

Whprowadzone wyzej definicje implikuja spelnienie nastepujacych relacji:
R1. cosf8 =cosa,
R2. pole g(q) jest orientowalne < pole g(q) jest kierowalne,
R3. orientacja @ = Z(g(q), 2) jest osiagalna = kierunek 3 = <((g(q), z) jest osiagalny,
RA4. pole g(q) jest w pelni orientowalne = pole g(q) jest w pelni kierowalne,
R5. pole g(q) nie jest w pelni kierowalne = pole g(q) nie jest w pelni orientowalne.

7 powyzszych relacji wynika, ze wlasnosé pelnej kierowalnoéci jest stabsza od wtasnosci
pelnej orientowalnosci, a zbiér |J; @; wszystkich osiagalnych orientacji zawiera w sobie
zbior J; B; wszystkich osiagalnych kierunkéw: (J; 8; € U; @;. Implikacje odwrotne do
R3, R4 i R5 generalnie nie musza zachodzi¢. Analize cech systemu rodziny % z punktu
widzenia wykorzystania metodologii VFO ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyktad 1 Rozwazmy abstrakcyjny bezdryfowy system dynamiczny 3-D nalezgcy do roz-
wazanej podklasy 3:

g1 N 1 0 g = w
G| =|0luu+|qga+1|lu = G2 = (Q1 + 1) U9 (2.26)
3 0 @-q is = (B3—q)u

Mozna pokazaé, ze system (2.26) jest w petni sterowalny dla kazdego q € Q C R3:
C=1g19:(q) 9], det(C)=~(1+G3)#0 = rank(C)=3=n,

gdzie C € R3*3 jest macierzq sterowalnosci, g3 a [91,92(9)] = [01 —1]7 oraz n =
dim(q). Zgodnie z modelem (2.26) mozemy zapisaé: g3(q) = [g2(q) g3(q)]T € R% g2(q) =
¢+ 1, 935(q) = 6 — q1 oraz:

2.18 21— 29) + 21 + 2203 Oo
cosa(:) a1(=1 2) ! 242 = a=a(q,p) =

\/(m +1)% + (a5 - ql)Q\/z% + 23 941,

¢07
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gdzie z = [z1 z]T € R? jest pewnym (tu ustalonym) niezerowym polem odniesienia. Zgod-
nie z powyzszq implikacjq i definicjg 2.17: q1,q2 € Qp, a g2(q) jest polem orientowalnym
(def. 2.13). Z dwdch ostatnich réwnan w (2.26) wynika, ze 0g23/0q1 % 0 i spelniona jest
relacja (2.6). Z postaci pierwszego réwnania w (2.26) wynika, Ze uy € U,, a q1 jest zmienng
orientujgcg sterowang bezposrednio. Z definicji 2.18 i drugiego réwnania w (2.26) wynika,
Ze rowniez uy € U,. Trzecie rownanie w (2.26) implikuje: up € Uy, gdyz q3 € Qo. Zatem
ug € (U, NUy) 1 jest sterowaniem orientujgco-popychajocym (def. 2.21). Z tego wzgledu
i w oparciu o definicje 2.22, system (2.26) nie jest w pelni dekomponowalny. Z postaci
pola g2(q) wynika: Vgco || g5(q)|| # 0, zatem orientacja o jest dobrze okreslona w kazdym
punkcie przestrzeni konfiguracyjnej Q C R3. Prosta analiza postaci sktadowych go, g3 pola
g5(q) wskazuge, iz pole to nie jest w pelni kierowalne. Wystarczy zauwazyé, ze aby osiggnaé
kierunki 3 = —45° lub 3 = 135° (liczone wzgledem pola odniesienia z = [1 0]7 ) musiatoby
zachodzié go = —gs3, co dla (2.26) daje réwnanie sprzeczne: q1 +1 = —q3 + q1 dla dowol-
nych q1,q2 € R. Zgodnie z relacjg R5 pole g5(q) nie jest takze w pelni orientowalne. Brak
wlasnosci petnej orientowalnosci mozna takze wywnioskowaé zauwazajgc, ze dla dowolnych
q1,q2 € R, skladowe go, g3 nie mogg byé jednoczesnie ujemne. Zatem orientacje nalezgce
do trzeciej cwiartki uktadu {go, g3} nie sq osiggalne. Kierunki i orientacje osiggalne w R?
dla pola g5(q) = [q1 +1 ¢ — q1]T zostaly przedstawione na rysunkach 2.2 oraz 2.3, gdzie
2bior orientacji zaznaczono cigglymi grubszymi liniami®.

2
=979

NN NN

g3

9

g,=q+

Rys. 2.2: Osiagalne kierunki i orientacje pola Rys. 2.3: Osiaggalne kierunki i orientacje pola

wektorowego g3 (¢) = [¢1+1 ¢3 —q1]" w R? jako wektorowego g3 (¢) = [q1+1 ¢ —q1]” w R? jako

funkcja zmiennej orientujacej g1 dla g1 € [—5, 5] funkcja zmiennej orientujacej ¢1 dla ¢1 € [—5, 5]

oraz g2 = 1 (wykres z dyskretyzacja Ag: = 0.5). oraz g2 = 1 — rzut ortogonalny na plaszczyzne
g2 X gs.

Whprowadzone definicje zostang wykorzystane w kolejnym rozdziale do analizy poszcze-
gblnych systemdéw nieholonomicznych, do ktérych zastosowana zostanie metoda sterowania
VFO.

1Zwrot pola wektorowego wzdtuz kazdej cigglej lini nalezy rozumieé jako skierowany od poczatku uktadu

do konca lini.
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2.2.2 Podzial trajektorii referencyjnych

W prezentowanej pracy zadania sterowania beda dotyczy¢ tylko tzw. dopuszczalnych tra-
jektorii referencyjnych, gdyz tylko dla takich trajektorii mozna znalez¢é prawa sterowania
gwarantujace $ledzenie asymptotyczne (z zerowym bledem ustalonym). Trajektorie do-
puszczalne spelniaja w kazdej chwili wiezy (1.6) nalozone na ruch sterowanego systemu.

Ponizsza definicja precyzuje pojecie trajektorii dopuszczalnych.

Definicja 2.23 (Referencyjna trajektoria dopuszczalna) Niech bedzie dany system
referencyjny:
. A
it @ = giuie + ga(gr) uat (2.27)

spelniajgcy ograniczenia (1.6) i réwnowazny (co do struktury i parametréw) modelowi
sterowanego systemu (2.1)-(2.2). Przez referencyjng trajektorie dopuszczalng okreslong
na przedziale T € [0,T),T > 0 bedziemy rozumieé rozwigzanie q.(1) réwnania (2.27)

ai(7) = a0+ [ lgn () + galan) ua(€)) de (2.28)

dla zadanych warunkéw poczatkowych qi(0) i zadanych sterowan referencyjnych w; (1) €
U, i =1,2 w czasie T € [0,T). Zbior wszystkich referencyjnych trajektorii dopuszczalnych
oznaczaé bedziemy symbolem Tap.

o

Wiérdéd trajektorii dopuszczalnych nalezy wyréznié takze rodzineg trajektorii ustawicznie
pobudzajgcych. Definicja ustawicznego pobudzenia zalezy od przyjetych dodatkowych ogra-
niczen nakladanych na generowang trajektorie referencyjna, a $cislej na sterowania refe-
rencyjne u;(7), i = 1,2 w (2.28). W prezentowanej pracy ustawiczne pobudzenie nalezy

rozumie¢ zgodnie z definicja podana nizej.

Definicja 2.24 (Referencyjna trajektoria ustawicznie pobudzajaca) Kazdg dopu-
szezalng trajektorie referencyjng (2.28), dla ktdrej

UQt(T) ;é 0 VT>0 (2.29)

nazywal bedziemy trajektoriq referencyjng ustawicznie pobudzajgcq. Zbior wszystkich ref-
erencyjnych trajektorii ustawicznie pobudzajgcych oznaczaé bedziemy symbolem Tpg.
o

Przywolujac (2.27), posta¢ modelu (2.1)-(2.2) oraz zakladajac regularnosé pola g3(q)
mozna wnioskowaé, iz powyzszy warunek ustawicznego pubudzenia implikuje nastepujaca
relacje:

Yrso 6 (7)) # 0. (2.30)

Relacja ta bedzie wykorzystywana w dalszej czesci pracy.

Zgodnie z dotychczasowymi rozwazaniami wprowadzimy nastepujacy jakosciowy podziat
dopuszczalnych trajektorii referencyjnych g¢(7), 7 € [0,7) dla systemu (2.1)-(2.2):
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T1. trajektoria popychajgca:

q:(7) : Jupethy, it(T) Z0 A Vu,eu, uit(T) =0, (2.31)
T2. trajektoria orientujgca:

qi(7) : Vugeth, wit(T) =0 A Jueu, wi(T) Z 0, (2.32)
T3. trajektoria popychajgco-orientujgca:

@) 0 Fupethy, wi(7) F0 A Fujeu, uin(T) Z 0, (2.33)

T4. trajektoria zdegenerowana (staly punkt referencyjny):

(2.28)

qt(T) : vUiteut uz‘t(T) =0 = qt(T) = qt(O), (234)
gdzie uyy € Uy = (Upo UUyy), @ = 1,2 stanowiq sterowania referencyjne modelu ¢, a
Uy, oraz Uy, odpowiednio zbiory referencyjnych sterowarn orientujacych i popychajq-
cych (zgodnie z definicjami 2.18 oraz 2.20).

Wprowadzony podzial trajektorii pozwala traktowac¢ zadanie stabilizacji w punkcie
jako szczegllny przypadek Sledzenia trajektorii zdegenerowanej [MS04]. Nalezy jednak
pamietaé, ze metodologia sterowania musi w tym przypadku uwzglednia¢ wnioski wynika-
jace z twierdzenia Brocketta [Bro83]. Nie wszystkie trajektorie T1-T4 moga zostaé zreali-
zowane przez konkretny system dynamiczny z rodziny .. Szczegdtowa analiza rozwazanych
w kolejnym rodziale kinematyk pokaze, iz trajektorie T1 mozna zrealizowaé tylko za po-
moca systemu w pelni dekomponowalnego (zgodnie z def. 2.22). Nawiazujac do przykladu 1
tatwo zauwazyc¢, ze skoro ug € U, N ug € Uy, to warunki definiujace trajektori¢ T1 w tym
przypadku nie moga by¢ jednoczesnie spetnione.

Na uwage zastuguje wynik uzyskany przez Lizarrage i przedstawiony w pracy [Liz03],
ktéry méwi miedzy innymi, iz dla systemu (2.1) nie istnieje uniwersalny ciagty sterownik?
klasy C° zapewniajacy asymptotyczne $ledzenie dowolnych dopuszczalnych trajektorii ref-
erencyjnych (czyli takich trajektorii (2.28), dla ktérych sterowania referencyjne iy, ug; €
U, sa dowolne). Na dzien dzisiejszy, metoda VFO pozwala na rozwiazanie zadan sterowa-
nia dla trajektorii referencyjnych T1, T3 (spelniajacych dodatkowo warunek ustawicznego
pobudzenia (2.29)) oraz T4. Realizacja trajektorii typu T2 dla dowolnych warunkéw
poczatkowych q(0) sterowanego systemu pozostaje nadal otwartym problemem badawczym.

2.3 Stosowalnosé metody VFO

Sterowanie metoda orientowania pdél wektorowych znajduje zastosowanie do podklasy
bezdryfowych systeméw nieholonomicznych zdefiniowanych modelem (2.1)-(2.2). Jednak
sama posta¢ modelu nie determinuje w pelni mozliwosci stosowania metody VFO. Trudno
podaé ogdlne warunki dostateczne, ktérych spetnienie gwarantuje stosowalno$é¢ proponowa-
nego podejécia. Ta kwestia pozostaje otwartym problemem badawczym. Mozna jednak

2 s . . . . . .
W tym réwniez sterownik jawnie zalezny od czasu.
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podaé kilka warunkéw koniecznych. Niespelnienie jakiegokolwiek z nich powoduje prob-
lemy z realizacja prawa sterowania VFO w pewnych punktach przestrzeni konfiguracyjne;
Q w postaci osobliwoéci sterowania. W takich przypadkach pozostaje wytaczyé punkty
osobliwe i ograniczy¢ stosowalno$é metody do pewnej podprzestrzeni Q' C Q, w ktorej
warunki konieczne sg spetnione.

Stosowalno$¢ prawa sterowania VFO wymaga spelnienia dla systemu ¥ (réwnania
(2.1)-(2.2)) nastepujacych warunkéw koniecznych dla kazdego punktu g € Q C R™:

W1. system ¥ jest w pelni sterowalny — spetnia warunek rzedu algebry Liego (LARC?),

W2. pole g2(q) jest regularne: Vyeo | g2(q)|| # 0,
W3. pole ga(q) jest ograniczone: Vgco: | gl<oco |1 92(@)]l < 0,
W4. pole g5(q) € R"! jest orientowalne w R"~! (zgodnie z def. 2.13).

Spelnienie pierwszego warunku gwarantuje istnienie takiego sterowania u € U C R?, ktére
zastosowane do systemu (2.1)-(2.2) przeprowadza w czasie 7 € [0,T], T < oo dowolny stan
poczatkowy q(0) € Q systemu (2.1) w jego dowolny stan koncowy q(7T') € Q [NvdS90].
Spelnienie warunkéw W2 i W3 implikuje, iz pole wektorowe go(q) jest dobrze okreslone
i nieosobliwe w kazdym punkcie przestrzeni konfiguracyjnej Q. Regularnosé pola ga(q)
oznacza takze, iz jego orientacja definiowana réwnaniem (2.18) jest dobrze okreslona
dla kazdego punktu q € Q. Warunek W4 ma szczegdlne znaczenie z punktu widzenia
metody VFO. Spelnienie W4 zapewnia mozliwo$é¢ realizacji pozadanej orientacji & pola
wektorowego gi(q) w przestrzeni R"~! poprzez zmiane wartoéci zmiennych konfigura-
cyjnych q € Q. Silniejsza wlasnoscig systemu jest oczywiscie pelna orientowalnosé pola
g5(q) w R"™! (zgodnie z def. 2.15), ktéra pozwala osiagnaé dowolng orientacje @ z przedzi-
alu (—m, w]. Brak wlasnosci pelnej orientowalnosci bardzo czesto jest zwiazany réwniez
z brakiem wlasnosci pelnej kierowalno$ci danego pola. Brak wlasnosci pelnej kierowal-
nosci natomiast implikuje pojawienie sie kierunkéw osobliwych, wzdtuz ktérych ewolucja
podsystemu (2.4) nie jest mozliwa. Wystepowanie kierunkéw osobliwych nie eliminuje jed-
nak mozliwosci zastosowania metody VFO, co zostanie pokazane na przykladzie systemu
tancuchowego.

W przyktadzie 1 z paragrafu 2.2.1 wykazano spelnienie warunkow W1, W2 i W4.
Definiujac podprzestrzen konfiguracyjng Q’ = {g € R3: | q|| < oo} mozna wnioskowaé
takze o spetnieniu warunku W3. Wydaje sie zatem, iz metoda VFO znajduje zastosowanie
do systemu (2.26), cho¢ brak wlasnosci pelnej kierowalnosci wskazuje na koniecznosé
uwzglednienia kierunkéw osobliwych.

Etap projektowania sterowania metoda VFO winien by¢ poprzedzony analizg rozwaza-
nego systemu z punktu widzenia spelnienia warunkéw W1-W4. Jezeli powyzsze warunki
nie sa spelnione w calej przestrzeni konfiguracyjnej (Q # R"™), wéwczas nalezy pre-
cyzyjnie zdefiniowaé podprzestrzen Q' C Q, dla ktorej W1-W4 sg zachowane. W kolej-
nym etapie mozna zaprojektowaé uktad sterowania VFO i zastosowaé go do systemu X.
Nalezy pamieta¢ jednak, ze jego wykorzystanie bedzie uzasadnione i dobrze okre$lone
tylko w ramach wczesniej zdefiniowanej podprzestrzeni Q'. Z tego wzgledu uzasadniona

3Lie Algebra Rank Condition.
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wydaje sie konieczno$é¢ wskazania formalnych warunkéw, dla ktérych system sterowany
nie opuszcza podprzestrzeni Q' réwniez w stanach przejéciowych, startujac z dowolnych
warunkéw poczatkowych ¢q(0) € Q'.

2.4 Podsumowanie

Przedstawiona zostata ogblna koncepcja projektowania sterowania z wykorzystaniem meto-

dy orientowania pdl wektorowych dla wczeéniej zdefiniowanej podklasy ¥ bezdryfowych

uktadéw nieholonomicznych. Proponowana metoda wynika z prostej geometrycznej in-

terpretacji struktury modelu rozwazanych systeméw oraz ich potencjalnej ewolucji w

odpowiedzi na specyficznie konstruowane sygnaly wejsciowe: sterowanie orientujace i stero-

wanie popychajace. Zgodnie z metodologia VFO, zadanie sterowania zostalo zdekom-

ponowane na dwa podzadania: orientowanie i popychanie. Wprowadzono rowniez podsta-

wowe definicje zwiazane z metoda VFO oraz pojecie pola wektorowego zbieznoéci, ktérego

postaé¢ odgrywa kluczowa role w calym procesie sterowania. W nastepnym rozdziale za-

warte wyzej rozwazania oraz wprowadzone pojecia i obiekty matematyczne beda bezposred-
nio wykorzystane do zaprojektowania konkretnych praw sterowania VFO dla kilku przykta-

dowych modeli systeméw rodziny 32, stanowiac propozycje rozwiazania probleméw $ledzenia
trajektorii zmiennych w czasie i stabilizacji w punkcie.



Rozdziat

Zastosowania metody VFO

Rozdzial ten poswiecony jest przyktadom zastosowania metody orientowania pol wek-
torowych do konstrukcji praw sterowania dla zadania $ledzenia trajektorii zmiennych w
czasie oraz dla zadania stabilizacji w punkcie. Wyprowadzenie réwnan sterownikéw dla
kilku konkretnych przykladéw systeméw pozwoli na zilustrowanie ogdlnej metodologii
VFO przedstawionej w rozdziale 2. Jako pierwszy szczegdtowo rozwazony zostanie model
robota dwukotowego (jednokotowego), ktéry stanowi kanoniczny® przyktad wykorzystania
metody VFO. W dalszej czeéci uwaga skupiona bedzie na kolejnych systemach rodziny
> takich, jak manipulator nieholonomiczny czy system tancuchowy, przy czym wymi-
arowos¢ wektora stanu ograniczymy w tych przypadkach do trzech zmiennych. Ostatnim
systemem, do ktorego zastosujemy metodologiec VFO bedzie liniowy system afiniczny trze-
ciego rzedu z dryfem. Przyklad ten ma stanowié¢ prébe rozszerzenia zakresu stosowalnosci
metodologii VFO na modele spoza rozwazanej rodziny 3. Analiza wszystkich kolejnych
systemow, wyprowadzenie dla nich odpowiednich praw sterowania, a takze procedury
dowodowe zostang przeprowadzone poprzez analogie do rozwazan zawartych w pierwszym
przyktadzie dla robota jednokotowego. Efektywnos$é¢ wszystkich proponowanych rozwigzan
zostanie zweryfikowana w oparciu o wyniki symulacyjne?.

3.1 Dwukolowy robot mobilny

Systemem o duzym znaczeniu praktycznym jest pojazd dwukolowy przedstawiony na
rys. 3.1. Kinematyke robota dwukotowego, przy zredukowaniu lewego i prawego kota do
pojedynczego kota zastepczego® (rys. 3.2), mozna zdefiniowaé nastepujacym réwnaniem:

o 1 0
YSUMR : i |20 uy + | cosep | ug, (3.1)
Y 0 sin ¢

LOkreslenie kanoniczny w odniesieniu do przyktadu robota jednokotowego zostanie wyjagnione w dalszej
czesci tekstu.
*Wszystkie obliczenia numeryczne przedstawione w niniejszej pracy zostaly wykonane za pomoca pa-
kietu Matlab-Simulink.
3 . . . .
W literaturze system z pojedynczym kotem zastepczym nazywany jest robotem jednokolowym.

33
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gdzie q 2 [ z y]T € Q C R? jest wektorem stanu, a u1,us € U C R oznaczaja sygnaly
wejéciowe (w fizycznej interpretacji odpowiednio: predkosé katowa robota oraz predkosé
liniowa poczatku lokalnego ukladu wspétrzednych {1,y }). Zmienne z,y € R oznaczaja
wspdbirzedne poczatku lokalnego uktadu wspotrzednych przywiazanego w érodku osi két,
a zmienna ¢ € R stanowi kat orientacji platformy robota wzgledem dodatniej pétosi x ¢
uktadu globalnego (por. rys. 3.1). Przywolujac ogdlna posta¢ modeli podklasy (2.1)-(2.2)

latwo zauwazy¢, ze Xyyr € X oraz:

0 0 .
3.1 N A |cos AT
92(a) = 92(9) = | ()| = |eoso| = mmzﬁﬁyszew.@m
93() sin

Niecatkowalne wiezy kinematyczne zwiazane z kinematyka (3.1) wynikaja z zalozenia o
braku poslizgu w kierunku réwnoleglym do osi taczacej kota robota i maja postaé¢ Pfaffa:

A(q)g=0, A(q)=1[0 sing —cosp] e R ¢'=’ |i| € RS (3.3)
Y

Powyzsze ograniczenia mozna prosto uzyskaé eliminujac element us z dwoch ostatnich
réwnan w (3.1).

X
G
. 4
X
Rys. 3.1: Dwukotowy robot mobilny w glob- Rys. 3.2: Dwukotowy robot mobilny w glob-
alnym ukladzie wspélrzednych {zg,yc} (b — alnym uktadzie wspétrzednych {zg,yc} zre-
rozstaw kol, r — promieni kota robota). dukowany do pojedynczego kota zastepczego.

Przeanalizujmy kinematyke systemu Xypp pod wzgledem wilasnosci zwigzanych z
metodologia VFO. Na poczatku sprawdzimy cztery warunki konieczne stosowalnoséci metody.
Warunek W1: mozna pokazac, ze Ve ocrs system Xyasr jest w petni sterowalny [NvdS90]:

det(C)=1 = rank(C) =3 =dim(q),

gdzie C jest macierza osiggalnosci®:

1 0 0
(3.1)

91 9:(0) [g1,92(0)]] "= |0 cosp —sing|. (3.4)
0 sing cosy

1>

C

1Dla uktadéw bezdryfowych pojecie osiggalnodci jest tozsame pojeciu sterowalnosci.
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Warunek W2: z postaci pola g2(¢) wynika, ze Vqeo || g2(9)| = 1 1 wszystkie punkty
g € R3 pola sg regularne.

Warunek W3: obie skladowe tego pola ga = cos g, g3 = singp € [—1, 1] sa ograniczonymi
funkcjami zmiennej ¢ i tylko tej zmiennej.

Warunek W4: zmiana wartoéci ¢ implikuje zmiane orientacji pola g3(p) w R?:

i 3}
cosazleOS(p+2281n(p = a=alp) = —agéO,
\/ 22+ 22 dp
gdzie « = Z(g5(9),2), a z = [z1 2]7 € R? jest pewnym polem odniesienia. Zbiér

kierunkéw i orientacji osiggalnych przez pole g5 w przestrzeni R? zostal pokazany na
rys. 3.3 i 3.4. Ostatecznie warunki konieczne W1-W4 sa dla systemu X iasr spelnione.

Z powyzszych rozwazan wynika ponadto, ze ¢ € Q, jest zmienng orientujaca. Z pier-
wszego rownania w (3.1) wynika réwniez, ze sygnal u; € U, jest sterowaniem orientujacym,
a ¢ jest zmienng orientujaca sterowana bezposrednio. Skoro z,y & Q,, to us € U,, a jed-
noczesnie us € Uy, czyli jest sterowaniem popychajacym. W przypadku systemu Xy g
zachodzi: U, NU, = 0 i w zwiazku z tym mamy do czynienia z pelng dekomponowalnoscia
modelu na jednowymiarowy podsystem Elle r Wylaczenie orientujacy i dwuwymiarowy
podsystem X7;,,r Wylaczenie popychany:

1 . _
YXUumMr ¢ $ = ul,

UmMr ¢ 4" =g3(p) ua.

Co wigcej, g5(¢) jest w pelni orientowalne w R?, a zgodnie z relacja R4 jest ono takze w
pelni kierowalne w R? (brak kierunkéw osobliwych — por. rys. 3.4), gdyz Vae(—m,x] Tper :
2(95(®), z) = @. Ze wzgledu na wymienione powyzej cechy oraz ze wzgledu na specyficzna
postaé funkcji go = cos ¢, g3 = sin ¢, system (3.1) nazywany jest modelem kanonicznym z
punktu widzenia zastosowania metody VFO. Analizujac rys. 3.4 mozna zauwazy¢, ze dhu-
gosci wektoréw g;(p) sa jednakowe dla kazdego ¢ € R. Wynika z tego, iz przy ustalonym
sterowaniu us efektywnosé procesu popychania w przestrzeni R? jest jednakowa w kazdym
kierunku tej przestrzeni (dodatkowo jest ona niezalezna od wartosci pozostatych zmien-
nych stanu x oraz y).

Przynalezno$é sygnaléw systemu (3.1) do odpowiednich zbioréw, z punktu widzenia

metody VFO, mozna zapisa¢ w postaci zestawu nastepujacych relacji:

v € Qo
v,y ¢ Qo
YUMR : up € U, (3.7)
Uy € Llp,
u,.nU, = 0.

Kanoniczny model robota jednokotowego pozwala na realizacje wszystkich czterech
typéw trajektorii T1-T4 wyréznionych w poprzednim rozdziale. Kazda z nich ma w tym
szczegblnym przypadku prosta interpretacje geometryczng i fizykalna w podprzestrzeni
Q* = {q¢* = [z y|T} C R2 Trajektoria popychajaca T1 implikuje ruch wzdtuz lini
prostej (ze stala orientacja) w podprzestrzeni Q*. Trajektoria orientujaca natomiast (T2)
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0 [rad]
I S

2= sing

Rys. 3.3: Osiagalne kierunki i orientacje pola
wektorowego g3 () = [cosp sinp]T w R? jako
funkcja zmiennej orientujacej ¢ (na rys. oznac-
zonej jako ¢) dla ¢ € [—m, 7| (wykres z dyskre-
tyzacja Ag = 27/100).

sing

3

_ i i i i I i i i i
4 08 06 04 -02 0 02 04 06 08 1
g2=cos¢t

Rys. 3.4: Osiagalne kierunki i orientacje pola
wektorowego g3 (p) = [cos ¢ sing]T w R? jako
funkcja zmiennej orientujacej ¢ (na rys. oznac-
zonej jako ¢) dla ¢ € [—m, 7] — rzut ortogonalny
na plaszczyzne g2 X gs.
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odpowiada obrotom platformy robota wokoét osi przechodzacej przez poczatek ukladu
lokalnego robota bez zmiany pozycji platformy w Q*. Ruch platformy ze zmienng ori-
entacjg wzdtuz krzywych w Q* zapewnia realizacja trajektorii popychajaco-orientujacych
T3. Ostatnia zdegenerowana trajektoria T4 odpowiada pozostawaniu robota w spoczynku
z zadang pozycja i orientacja.

Rozwazania zawarte w kolejnych trzech podpunktach czeSciowo oparte sa na pracach
[MKO05¢, MKO05b] oraz [KMMPO06].

3.1.1 Wykorzystanie metodologii VFO
Przyjmijmy na poczatku ogélna postaé pola zbieznosci b € R3 bez definiowania poszczegdl-
nych sktadowych:

hl(:) 2 lhl(:)l €R?  h*() €R% (3.8)

Do systemu Y7 r zastosujemy teraz ogdlna strategie VFO opisana zaleznosciami (2.10)-
(2.12). Zgodnie z (2.11) szukamy takiego sterowania u1, ktére gwarantuje spelnienie relacji:

lim g5(o(T)) [[A7() = lim g5(e(7)) k(1) = h*(),

T—00
co na podstawie (3.2) oraz (3.8) implikuje:

. lkm cow(f)] ) lhzml
T—00 | k() sin (1) h3(-)|’

gdzie k(7) jest pewna niezerowa funkcja skalarna. Nalozenie kierunkéw pél g5(¢) i h*(+)
wymaga spelnienia obu réwnan po prawej stronie powyzszego wyrazenia. Mozemy jed-
nak polaczyé oba réwnania w jedno, zalezne od zmiennej orientujacej ¢(7) otrzymujac
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konkretna postaé relacji (2.11) dla modelu robota jednokolowego:

up:  lim (1) = Atan2 (sgn(k)hs(-), sgn(k)ha(-)), (3.9)

T—00

gdzie wyrazenie graniczne po prawej stronie (3.9) okresla tzw. warunek orientowania dla
modelu (3.1). Wykorzystanie funkcji sgn(k) w powyzszej relacji pozwoli na odpowiednie
ksztaltowanie standéw przejSciowych sterowanego systemu, co zostanie pokazane pézniej. Z
postaci pierwszego réwnania w (3.1) wynika, ze (3.9) nie moze by¢ spelnione natychmias-
towo ze wzgledu na catkowa zalezno$¢ zmiennej orientujacej od sterowania orientujacego:
(1) = ¢(0) + [ u1(&£)d§. Proponuje si¢ zatem wprowadzenie pomocniczej zmiennej ori-
entacyji:

©a(T) 2 Atan2c (sgn(k)hs(-), sgn(k)ha(-)) € R, (3.10)

gdzie Atan2c (-,-) oznacza ciagla wersje czteroéwiartkowej funkcji Atan2 (-,-) w takim
sensie, ze p, € [-wd,md] C R, d € N (patrz uwaga 3.1 i Dodatek A.1). Pomocniczej
zmiennej orientacji odpowiada teraz pomocniczy blgd orientacyi:

ea(7) 2 0a(r) — (1), ealr) ER. (3.11)

Spelnienie (3.9) wymaga zatem znalezienia takiego sterowania w1, aby zapewni¢ asymp-
totyczna zbieznosé bledu eq(7) do zera. Biorac pod uwage pierwsze réwnanie w modelu

(3.1) oraz definicje (3.11) proponuje si¢ nastepujaca postaé¢ sterowania orientujacego:
A .
uy = kieq(T) + @a(1), (3.12)

gdzie k1 > 0 jest wspotczynnikiem projektowym, a sygnal sprzezenia wyprzedzajacego
¥q(7) ma postaé ogdlna:

3£0) hghg — hgiLQ

dla h2+h2=|h*|| 0. 3.13
EEYCEE a hy+hy=|[h"|# (3.13)

Galr)
Uwaga 3.1 Funkcje ciggla Atan2c (-,-) w (3.10) wprowadzono, aby zapewnié cigglosé syg-
nalu oq, a w konsekwencji (i z zalozenia, ze ¢ € R) cigglosé sygnalu bledu e, w (3.11).
Dyskretna realizacja funkeji® Atan2c(-,-) polega na obliczeniu wartosci funkcji niecigglej
Atan2(-,-) = ®,(iT,) € [—7, 7|, a nastepnie na wykorzystaniu zbioru regul typu IF-THEN
tak, aby zapewnié cigglosé ostatecznego wynikuS 0q(iTp) w takim sensie, Ze:

va(iTp) = @a((i = 1)Tp) + Apa, i €N, (3.14)

gdzie Ay, € [—m, 7| jest najmniejszq odleglosciq kqtowq miedzy ®,(iT,) a ®q((i — 1)T).

Koncepcje uciaglania wyjasnimy na przyktadzie. Dla prostoty przyjmijmy miare kgtowq
i zaloimy, Ze T, = 1, oraz ®u(i — 1) = @q(i — 1) 2 160°. Zalozimy takze, Ze z bieZgcych
obliczen wynika, iz ®,(1) = Atan2(-,-) = —170°. Odleglo$é kqtowa miedzy (i) a P, (i—1)
wynosi: AP, = @y(i) — Po(i — 1) = —170° — 160° = —330°. Jednak najmniejsza odleglosé
katowa w zakresie [—m, 7] wynosi Ap, = A®,+360° = 30° i ostatecznie (zgodnie z metodg
ucigglania (3.14)) kat @4 (i) wynosi: pa(i) = 160° +30° = 190° a nie —170° (por. rys 3.5).

5Zaréwno dla statego jak i zmiennego okresu prébkowania T).
SWyjasnienie powyzsze uzasadnia uzycie okredlenia ucigglanie funkcji, ktére oznacza, ze z wyniku
funkcji nieciaglej tworzymy wynik ciagly poprzez dodaktowe operacje.
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& o (i-1)=d_(i-1)=160"

@ (i)=190

Rys. 3.5: Ilustracja metody uciaglania kata ¢, jako wynik dziatania funkcji Atan2c(-,-).

W cigglej dziedzinie czasu wynik dzialania funkcji z (3.10) réwnowazny jest nastepu-
jacej operacji (dla || h*|| #0):

hshs — hshs
h3 + h3

3.13)

wﬁﬂ=¢am+ﬂf%@mgﬁ-wam+47 i cR

Zgodnie z relacja (2.12) ogélnej strategii VFO, przyjmiemy nastepujaca ogdlna postaé
sterowania popychajacego dla systemu Xy p/g:

A * A * *
us 2 o) | W leosa, o2 (g5(p), k"), (3.15)
gdzie
A 1 @y 218)  g3" (p)h*
ka(p) = 77 = 1 Veer oraz cosa = i (3.16)
1g5()ll o Ig5 (@)l | Rl

Zdefiniowany powyzej wspétezynnik skalujacy ka(y) jest w biezacym przypadku nadmia-
rowy, poniewaz || gs|| = 1. Zostal on jednak wprowadzony w celu zachowania spéjnosci
i ogolnosdci rozwazan w odniesieniu do innych przyktadéw systeméw podklasy ¥ anali-
zowanych w dalszej czedci pracy. Podstawiajac (3.16) do propozycji (3.15) uzyskujemy

uproszczong postaé sterowania popychajacego dla systemu Xy rg:

uy = g37 (p)h* (30 hg cos ¢ + hgsin p. (3.17)
Przedstawiong metodologie VFO podsumowuje nastepujaca propozycja.

Propozycja 3.1 (Sterownik VFO dla systemu Xy r — postaé ogdlna) Ogdlna po-
staé sterownika VFO dla modelu robota jednokolowego (3.1) gwarantujgca rozwigzanie
zadania $ledzenia trajektorii zmiennych w czasie oraz zadania stabilizacji w punkcie jest
nastepujgca:

uy k1(0a — @) + ¢,

ka(@) || h*||cosac = hgcos @ + hzsin g,

> 1>

U2

gdzie k1 > 0, a @4, Pa, ka(p) @ cosa zdefiniowane sq odpowienio zaleznosciami (3.10),
(5.13), (3.16).
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W dalszej czesci przedstawiona zostanie ostateczna postaé¢ prawa sterowania zaréwno dla
zadania $ledzenia jak i stabilizacji w punkcie. Podstawowymi réznicami obu praw sterowa-
nia dla wymienionych zadan sterowania beda: definicja pola zbieznosci h(-) oraz sposéb
okreslania znaku funkcji k(1) w wyrazeniu (3.10).

3.1.2 Zadanie $ledzenia trajektorii

Dana jest pewna trajektoria referencyjna g;(7), 7 € [0,T), gdzie T > 0 jest horyzontem
czasowym $ledzenia. Zakladamy, ze g.(7) nalezy do zbioru trajektorii dopuszczalnych 74p
i ustawicznie pobudzajacych 7ppg, tzn.(zgodnie z def. 2.23 i 2.24):

A @i (T) A la)] a @i (0) + fg ue(§)d€
q(7) = |x4(7) | = a:(7) = |2(0) + foT cos @ (§)u (§)dE | € R?: \V/TG[O,T) ug(7) # 0.
yi(7) ! y:(0) + [y sin(§)ua(§)ds
(3.18)
Ponadto zakladamy , ze:
w1 (7), une (1) € Loo,CL. (3.19)

Predkos$¢ referencyjna wzdluz trajektorii dopuszczalnej q.(7) wynika z postaci modelu
Yumr lub bezposrednio z rézniczkowania (3.18):

" (T) . U1t (T)
é r é [5:2:;1 (3:1) COS Spt(T th(T) I~ Rs. (320)
' (

)
sin @y (7)ug(7)

Przyspieszenie referencyjne wzdluz trajektorii g;(7) wynika z rézniczkowania (3.20):

A [P g . () . ,
(1) = |34(7)| = | —u1e(7) sin o (7) ug (1) + cos i (7) Ut (7) | € R, (3.21)
¢ (7) u1(7) cos @1 (T) uge (T) + sin g (7) oy (7)

Zgodnie z (3.20), definicje referencyjnej orientacji platformy robota ¢¢(7) z (3.18)
mozna okresli¢ w nastepujacy rownowazny sposéb:

ot () 2 Atan2c (sgn(uae)ye(T), sgn(ua) (1)) € R, (3.22)

gdzie sgn(ug) okresla strategie ruchu wzdluz trajektorii referencyjnej: ruch do przodu /
ruch do tylu. W przypadku trajektorii ustawicznie pobudzajacej (3.18) mamy:

3.20 . .
Vrso uge(r) £0 = sgn(uge) = const. ¥ Y59 i2(7) + g2(7) £ 0

i definicja (3.22) jest dobrze okreslona dla kazdego 7 > 0.

Uwaga 3.2 Zgodnie z podziatem trajektorii referencyjnych z rozdziatu 2 oraz zgodnie
z powyzszymi implikacjami, rozpatrywane tutaj trajektorie dopuszczalne (3.18) zostajq
ograniczone do typow T1 lub TS.
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Zdefiniujmy blad sledzenia trajektorii referencyjnej jako:

A 630(7') A le (T) A @t(T) — P\T
e(r) = |ex()| = lei(T)l = qi(1) —q(1) = |z(1) —2(7) | € R>. (3.23)
ey(T) ye(T) — y(7)

Okreslimy teraz konkretne wyrazenia definujace jednoznacznie ogdlng postaé sygnaléw
sterujacych uy, us metody VFO przedstawionych w propozycji 3.1 dla zadania $ledzenia. W
tym celu zdefiniujemy element sgn(k) wystepujacy w wyrazeniu (3.10) oraz pole zbieznosci
h & hy BT

Postaé funkeji k(7) w definicji (3.10) nie musi by¢ okre$lona w sposéb jawny, poniewaz
tylko znak tej funkcji jest w tym przypadku istotny. Aby zapewnié zgodno$é strategii ruchu
robota (ruch do przodu/do tylu) z zadana strategia ruchu wzdtuz trajektorii referencyjne;
(por. (3.22)), postuluje sie spelnienie nastepujacej relacji:

sgn(k(uge (1), ) 2 sgn(uay), (3.24)

przy czym sgn(ug:) = sgn(ug (7)) nie zmienia sie w calym horyzoncie sterowania dla 7 > 0
ze wzgledu na warunek ustawicznego pobudzenia (por. (3.18)).

Przejdzmy teraz do kwestii pola zbieznosci. Zdefiniujmy na poczatku nastepujacy wek-
tor zbieznosci w R?:

(3.8) [h2(6x, )

. kpex(T) + 24(T)
h(e*. aF 2C P
(e ’Qt) h3(€y,yt)

] 2 ke (r) + ¢; (1) = [kpey(f) ()

] € R? (3.25)
gdzie k, > 0 jest wspoélczynnikiem projektowym. Powyzsza definicja stanowi liniowg kom-
binacje btedu pozycji oraz sygnatu wyprzedzajacego. Wystepowanie sktadnika wyprzedza-
jacego odréznia proponowang postaé pola zbieznoéci od definicji klasycznych, w ktérych
zwykle h* = e*. W konsekwencji, pole (3.25) jest réwniez okreslone na trajektorii refe-
rencyjnej (czyli dla e* = 0) i réwne jest wtedy predkosci referencyjnej g; (7).

Przyjmijmy ponadto nastepujaca definicje pozostalej sktadowej pelnego pola h € R3,
mianowicie:

hi(€a,Pa) £ krea(T) + al(T), (3.26)

gdzie k1 > 0 jest parametrem projektowym. Mozna powiedzie¢, ze sktadowa hy definiuje
sposob zbieznosci dla zmiennej orientujacej ¢(7). Z poréwnania (3.12) i (3.26) wynika, ze

Uy 2 h1. Pelna postaé¢ zaproponowanego pola zbieznosci jest nastepujaca:
kieq(T) + @a(T)

kper(T) + 2(7) | € R3.
kpey(T) + 9e(T)

. JORVAN
h(ea’ Qpa’ 6*, q;ﬁk) =

Kazda sktadowa tego pola jest kombinacjg btedu i sygnatu wyprzedzajacego, jednak ele-
ment hp nie jest definiowany w oparciu o biad sledzenia e, = ¢; — ¢, a 0o pomocniczy

btad orientacji e, = wa — . Jest to nastepna réznica w stosunku podejscia klasycznego
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stosowanego w literaturze przedmiotu, w ktérym zwykle probuje sie jednocze$nie min-
imalizowa¢ wszystkie trzy bledy Sledzenia ey, e.,e, pomimo specyficznych ograniczein
naltozonych na ruch systemu Y. Strategia klasyczna moze powodowaé w tym przy-
padku niepozadang w praktyce duza oscylacyjnos¢ standéw przejsciowych i duza liczbe
nawrotéw robota. Natomiast wprowadzenie propozycji (3.26) wskazuje, iz zmienna ¢
winna zbiega¢ do pomocniczej zmiennej ¢, co moze powodowaé poczatkowe powigkszenie
si¢ btedu e, w stanie przejSciowym. Taka strategia jednak zapewnia szybka i naturalng
zbieznogé q* = [z y]T w poblize trajektorii referencyjnej g;. Dopiero po znalezieniu si¢
systemu w okolicy g;, pomocniczy kat orientacji ¢, bedzie przechodzi¢ w sposéb ciagly
w kat referencyjny ¢; (przynajmniej w sensie dziedziny S'), a pomocniczy btad orientacji
eq stanie sie bledem $ledzenia e, (w S!). Zapewnienie zbieznodci e, do zera (co jest celem
procesu orientowania) bedzie w efekcie skutkowaé zbieznoscia orientacji platformy robota
do wartoéci referencyjnej o; (w S!) w okolicy punktu g;. Taki sposéb dochodzenia do
trajektorii referencyjnej jest zgodny z intuicja i codziennym doswiadczeniem kierowcéw

pojazdéw kotowych”.

Uwaga 3.3 Mozna zaproponowac inng postac sktadowej hi wykorzystujgc dodatkowo w
definicji (3.26) funkcje skalujgcq k(7):

I (€as 2a) = k() [Erea(r) + @a(T)]. (3.27)

Wtedy mozna zapisaé nieco inng i uzyteczng relacje okreslajocq warunek nakiadania pol.
Mianowicie gdyby w (2.18) zamiast predkosci ¢* € R? wzigé predkosé g € R? i prébowaé
nalozyé je na peine pole zbieinosci h € R3, to relacja (2.18) przeszlaby w nastepujgce
wyrazenie:

up TlLIgO qgn)||h(:) = TILHOIO q(7) k(T) = h(-)

co na podstawie (3.1) dagje

uy (7)k(7) hi(+)
up TlLrgO cos (1) ua(T)k(T)| = [h2(:)
sin (1) ua (7)k(7) h3(-)

Powyzsza relacja implikuje uq = ﬁhl(-) i daje w efekcie te same wyrazenia (3.10),(3.12)

na pomocniczq zmienng orientacji i sterowanie orientujgce, gdy hi(-) bedzie okreslone
przez (3.27), a postulat (3.24) zostanie zmodyfikowany jak nastepuje:

sgn(k(uge (1), ua(1),-)) 2 sgn(ua(T))sgn(uay).

Wyzej sformutowana relacja stanowi prébe uwogdlnienia metody VFO na systemy spoza
rodziny 3, ktore nie wymagajg speinienia ograniczen nieholonomicznych. Do kwiestii takiego
uogolnienia wrocimy w dalszej czeSci pracy.

"Podobnie zachowalby sie pilot samolotu lub sternik statku, w ktérych to przyktadach nawroty systemu
sa niemozliwe lub dlugotrwate, kosztowne i mato efektywne.



3.1. Dwukolowy robot mobilny 42

STEROWNIK 1 Sterownik VFO (3.12)-(3.17) dla systemu Xy pr dedykowany do zada-
nia Sledzenia trajektorii zmiennych w czasie ma nastepujgca postaé (przy zalozeniu, Ze

[ h*[] #0):

(3.12)

Uy kl(@a - 90) + Pas (3-28)
(3.17)

uy = (kpes + @) cos o + (kpey + 9¢) sin g, (3.29)
ki,ky > 0, gdzie postaé o, wynika z (3.10), (3.25) oraz (3.24):
0o 2 Atan2c (sgn(ua)(kpey + U¢), sgn(uae) (kpey + 4¢)) € R, (3.30)
postaé @,, na podstawie (3.13) i (3.25), wyraza sie wzorem:

_ hgha — hshs

=2 < 2= 3.31
i B (3.31)
w ktorym
3.25 . ; . . .
ho ®2) kp(wr—a) +d, = by = k(i — &) + @,
3.25 . ; . . .
hy *2) kp(ye — ) + 91, = hs = kp(9 — 9) + e,
a sygnaly referencyjne &,y oraz Iy, Yy wynikajq z (3.20)-(3.21).
)

Nustracje poszczegdlnych sygnatéow wykorzystywanych do realizacji zadania $ledzenia
metoda VFO przedstawia rys. 3.6.

A

Ya

............................
------
went
P

XG

»
»

Rys. 3.6: Dwukotowy robot mobilny podczas realizacji zadania $ledzenia trajektorii zmiennej w czasie
metoda VFO (przyjeto kp = 1).

Twierdzenie 3.1 Dana jest trajektoria referencyjna (3.18)-(3.19) oraz obszar w dziedzinie
bledu sledzenia: Efyrp 2 R? \{e*(7): e*(1) = —é(ﬁ (1)}. Zakladajgc, ze:

* « 3.25 .
Voo (1) € & 2 Vyso | RH(1)]| £0 (3.32)
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ciggle prawo sterowania VFO (8.28)-(3.29) zastosowane do systemu (3.1) gwarantugje glo-
balng asymptotyczng zbieznosé bledu Sledzenia (3.23) w takim sensie, ze:

lim e, (7),e,(7) =0, lim e, (7) =2nd, d=0,%+1,£2,...

T—00 T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € Eg =R X Eprp-

Dowdéd. Rozwazmy na poczatku zachowanie zmiennej orientujacej . Podstawiajac (3.28)

do (3.1) uzyskujemy nastepujace réwnanie:
(ba = @) T ki(pa—@) =0 = €o+kiea =0,

z ktérego wynika, ze ¢ zmierza wykladniczo do warto$ci pomocniczej zmiennej orientacji

g dla 7 — oo:

ea(T) €L N lim eg(r) =0 = lim (1) = @4 (7). (3.33)

T—00 T—00

Sterowanie orientujace (3.28) gwarantuje zatem spelnienie warunku orientowania (3.9).
Rozwazymy teraz zachowanie bledu pozycji e*. Na podstawie (3.23) i (3.25) mozemy

zapisac:
) . . . (325
e =q; —q" oraz g; (325 h* — kye”.

Podstawiajac prawa strone ostatniego réwnania do rownania z lewej strony otrzymujemy
po uporzadkowaniu:
e +kye* =r, gdzie r 2 pr— g (3.34)

Mozna prosto pokaza¢ (Dodatek B.1), ze prawdziwe sg réwnania:
I7[* = || B*[* (1 = cos? a), (3.35)
gdzie cos a jest zdefiniowany w (3.16) oraz (Dodatek B.1)

lim (1 — cos? =0. 3.36
Jim (1 - cos®a(y)) (3.36)

Zaproponujmy nastepujaca dodatnio okreslona funkcje klasy Koo:

1
V(e*) = 5e*Te* € Koo (3.37)

Pochodna tej funkeji oszacujemy w nastepujacy sposéb (dla prostoty uzyta zostanie no-
tacja v = 7(r) £ /I - cosZal(p(r)) € [0,1]):

Vo= eTer B3 oeT (—kpe* +71)=

—kp || e*H2 +eTr <

< —kleP+lel )=
OB e+ el |y =
CE eI + el kpe” + G517 <
< ke Pk e P+ el dll =

* 12 * . x
= kA=)l +rlel gl
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Zatem .
V<=W(le @l g ()l v(r), (3.38)

gdzie funkcja ciagla

W(lle* @Il g (0, 7(1) = kp(L =) e ()II* =) " (D) 1 d7 (DIl (3.39)

jest dodatnio okreslona dla

N () g7 ()l
le* (Dl >T(r),  T(r) =7 (3.40)
kp(1 = (7))
Z zalozenia (3.19) wynika, ze || g; (7)|| € Loo. Zgodnie z twierdzeniem La Salla-Yoshizawy,
wszystkie trajektorie e*(7), dla ktérych || e*(7)|| > I'(t) i v(7) < 1 sa ograniczone i
spetniaja warunek [TMD™00, Sas99]:
lim W(r) =0 (3'%40)

T—00

le* (Ml e* (Dl € Lo A lim [[e7(r)]| =T(r). (3.41)

Przypadek, w ktorym dla pewnego 7 zachodzi v(7) = 1 powoduje chwilowe wstrzymanie
zbieznosci bledu e*, a w interpretacji geometrycznej odpowiada on przejsciu kata a(p(7))
przez warto$¢ +7/2. Taka sytuacja moze zajs¢ jedynie w stanie przejéciowym, a stan dla
ktorego ona zachodzi jest nie przyciagajacy. Z (3.33) oraz (3.36) wynika, ze lim .o v(7) =

0, gdzie y(7) = /1 —cos? a(p(7)). Zatem na podstawie (3.40) mamy:

im (1) =0 22 fim e (1) =0 = lim ey(r),e,(r) =0.  (3.42)

T—00 T—00 T—00

Ponadto z definicji (3.30), (3.25) oraz (3.22), a takze z wnioskéw (3.42) i (3.33) wynika,
ze:

lim  @a(es, ey) mod 2 = (1) CTERID i e (r) = ey (r) mod 2 EE)
ex,ey—0 T—00
(3.33) . B
= lim e, (7) = 27d, (3.43)

gdzie d = 0,£1,42,.... Skoro || e*(7)||, || g; (7)]| € Lo, to z (3.25) wynika, ze || R*(7)| €
L, az definicji (3.29) wynika, ze ua(7) € Loo. Mozna réwniez pokazaé, iz lim, .o ua(7) =
ugt (7). Z zalozenia (3.32), z wniosku || €*(7)|| € Lo oraz z definicji (3.31) i zalozenia (3.19)
wynika: ¢ (7) € Loo. Latwo sprawdzi¢ réwniez, ze lim|| o Pa(€*) = ¢i(7), co z kolei
z wnioskiem (3.33) oraz z definicja (3.28) implikuje: u1(7) € Lo oraz lim, o ui(7) =
u1(T).

g

Uwaga 3.4 Zbieinos¢ bledu e (1) € R do wartosci 2nd oznacza osiggniecie zerowej
wartosci réznicy o (T)—@(7) w dziedzinie St, [S093]. Z tego wzgledu wartosci {0, £2x,...}
bledu e, (T) sq traktowane jako réwnowaine w St.

Uwaga 3.5 Powyzej udowodniona zostala jedynie asymptotyczna zbiezno$é bledu e*. Je-
dnak poprzez prostq analize zachowania sie funkcji W (|| e*||, || g;|l,y) mozna wyciggnaé
pewne wnioski dotyczgce szybkosci tej zbieznosci. Mianowicie, skoro v — 0, to z postaci
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funkeji w (3.39) wynika, ze lim, oW (|| e*|l, | dfll,7) = kylle*|]* = 2k,V(e*) i w tej
granicy uzyskuje sie wykladniczq zbieznosé e* do zera ze stalq czasowq zalezng bezposrednio
od wartosci ky. Zbieganie ~y to zera jest tylko asymptotyczne (nie w skoriczonym czasie),
zatem Scisle rzecz biorgce funkcja W nigdy nie osiggnie postaci k|| e*H2. Mozna jednak
wnioskowad, iz przy duzej efektywnosci procesu orientowania pola g5 (czyli wystarczajgco
duzej wartosci wspéltczynnika k1 w (3.28)) zachodzi:

Fri<oot Vrsr, A1) <oy = Voor, Wl @)L 1G], 7(M) = by | (0],

gdzie 0 < e, < 1 jest bardzo male, a zbieinos¢ e*(T) jest bardzo szybka i ma charakter
zblizony do wykladniczego.

Uwaga 3.6 Definicje (3.10) oraz (3.13), a tym samym sterowanie (3.28), nie sq okreslone
w przypadku, gdy h*(e*(T),:) =0 = Jrc€™(T) & Eprn (vor. zalozenie (3.32)), czyli
dla:

e () (3.25) _xtk(T) N
P

e, (7) 42 _yté;')
Powyzsze warunki mogq zajsé tylko w stanach przejsciowych, a w praktyce (oraz w symu-
lacji) sq bardzo rzadkie i odpowiadajg sytuacji, w ktdrej robot sterowany znajduje sie
dokladnie naprzeciwko (e,(T) = —m) trajektorii referencyjnej qf w odleglosci || e*(T)| =
\/€2(T) + e2(T). W takim przypadku nalezy podac dodatkowe defnicje dla sygnatow pq,¢a,
ktore bedg mogly byé wykorzystane w punktach h*(T) = 0 lub w otoczeniu tych punktow.

Przedstawimy teraz pewng modyfikacje, ktéra pozwoli na dobre zdefiniowanie sterowni-
ka VFO dla dowolnych h* € R? (lub réwnowaznie w calej dziedzinie bledu e* € R?).
Wprowadzmy nastepujace dodatkowe definicje sygnalow pomocniczych ¢, ¢q:

Pa(T-), (3.44)
0. (3.45)

90(1(7-) = ®Pa
Qba(T) = ¢a

> e

Modyfikacja sterowania VFO majaca na celu dobre zdefiniowanie sygnalow sterujacych uy
i uy w catej dziedzinie bledu e* (lub réwnowaznie dla dowolnych h* € R?), wynika teraz

7 nastepujacej propozycji.

Propozycja 3.2 Dla danej trajektorii referencyjnej (3.18), odcinkami ciggle prawo sterowa-
nia VFO (3.28)-(3.29), w ktérym:

a(T), pal(r) 2 {

gdzie 0 < € < inf; |ug(7)| jest zalozonym otoczeniem punktu h*(71) = 0, zastosowane do

(3.30),(3.31) dla ||R*(r)|| > €,

(3.44),(3.45) dla | h*(7)|| <e, (3.46)

systemu (3.1) pozwala na zachowanie globalnej asymptotycznej zbieznosci bledow $ledzenia
w sensie zdefiniowanym w twierdzeniu 3.1 dla dowolnego ograniczonego e(0) € £y = R3.

Zgodnie z powyzsza propozycja, definicja (3.28) jest nadal aktualna z tym, ze sygnaly
©a(T), Pa(7) W niej zawarte moga mie¢ charakter nieciagly w dziedzinie czasu (sa ciaglte
tylko w sensie C?). W efekcie, wlasnosé cigglodci sterowania (3.28) zostaje uchylona na
rzecz ciaglosci odcinkami. Warto podkreslié, ze zbiér punktéow nieciagtoéci h*(7) = 0 jest
potencjalnie osiagalny jedynie w stanach przejéciowych i jest nieprzyciagajacy.
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3.1.3 Zadanie stabilizacji w punkcie

Zadanie stabilizacji w punkcie moze byé¢ rozwazane jako szczegdlny przypadek sledzenia
trajektorii zdegenerowanej (typu T4) [MS04]. Przyjmujac w definicji (3.18) zerowe wartosci
referencyjnych sygnatéw wejéciowych w1y = uoy = 0 otrzymamy zdegenerowana, stata w
czasie trajektorie typu T4 w postaci punktu referencyjnego:

¢1(0) 2
@ "2 | 2,0)| = || e R (3.47)
y:(0) Yt
Zdefiniujmy blad stabilizacji jako:
ep(7) e — (1)
e() 2 |exlr) é[iiﬁjﬂéqt—qm: roa(n)| €R. (348)
ey(7) ye — y(7)

Skoro trajektoria zdegenerowana jest stalym punktem w R3, oczywistym jest, ze uogél-
niona predkosé referencyjna g;(7) z (3.20) jest tozsamosciowo réwna zeru. Zauwazmy jed-
nak, ze predkoéé ¢; (1) € R? w tym przypadku mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:

COS Py

sin

(3.20)

q; (1) -0 =g3(#t) - 0, (3.49)

cos ¢ (7) (3.47)
sin SDt(T)] ualr) =

gdzie ugi (1) = 0, ale g3, (¢1) # 0 Vi; € R. Oznacza to, ze pole gi, () € R? nie degeneruje
sie¢ w punkcie referencyjnym (3.47) i w rzeczywistosci definiuje referencyjna orientacje
(oraz kierunek) pola w punkcie qf = [z; y:]7 € R%. Wlasnoéé te wykorzystamy do kon-
strukcji pola zbieznosci h* dla przypadku $ledzenia trajektorii zdegenerowanej (stabilizacji

w punkcie) poprzez analogie do propozycji (3.25).

Wprowadzmy tzw. wirtualng predko$c¢ referencyjng postaci:

() 2 [yﬁﬂ 2 (e (7)) gl0) = 3(e"(7) [ijjjj CR, (350)
gdzie §(e*(7)) jest funkcja ciagla taka, ze d(e* = 0) = 0. Z poréwnania (3.20) i (3.49)
wynika, iz wirtualna predkosé referencyjna ¢, (7) rézni si¢ od rzeczywistej predkosci
referencyjnej g;(7) tym, ze zamiast zerowego (w tym przypadku) sterowania referen-
cyjnego ug (1) wykorzystuje pewna funkcje d(e*(7)), ktéra zmierza do zera w granicy
dla e*(7) — 0. Wprowadzenie funkcji d(e*(7)) pozwala na odpowiednie ksztaltowanie
stanéw przejsciowych systemu sterowanego i zbiezno$é¢ orientacji platformy ¢ do wartosci
referencyjnej ¢;. Posta¢ tej funkcji zalezy od projektanta systemu i daje pewna swobode
w zakresie ksztaltowania standéw przejéciowych. Proponuje si¢ nastepujaca postaé funkeji:

(3.49)

s(er(r) 2 ULy OO by e (). 0<n <k, (351)

1 g5:(0)

gdzie 7 jest dodatkowym wpédlczynnikiem projektowym, a k = k(1) jest funkcja skalarna
wystepujaca w relacjach (2.11) oraz (3.9). Z tego wzgledu, iz dla referencyjnej trajektorii



3.1. Dwukolowy robot mobilny 47

zdegenerowanej mamy wug; = 0, postulat (3.24) zmodyfikujemy na rzecz nastepujacego
zalozenia:

sgn(k(e*(7),)) £ sgn(esn), (3.52)
gdzie eyo = e,(0) stanowi poczatkowa warto$é bledu e, (7). Podobie jak w przypadku
zadania Sledzenia trajektorii ustawicznie pobudzajacych, znak funkcji k(7) bedzie deter-
minowal strategie ruchu robota (ruch do przodu/do tylu) w stanach przejéciowych, lecz
tym razem wybor strategii zalezy od poczatkowej pozycji robota wzgledem punktu refe-
rencyjnego q; wzdluz osi x.

Podstawiajac teraz (3.51) do (3.50) z uwzglednieniem (3.52) otrzymujemy nastepujaca
postaé wirtualnej predkosci referencyjne;j:

A l¢v47)] A

4o (7) = () = —nsgn(ezo) || e*(7)]|

€8 ‘ptl c R (3.53)
sin @

Wirtualne przyspieszenie referencyjne wynika bezposrednio z rézniczkowania (3.53):

A ljvt (T)

oy A eT(T)e* (1)
qvt( )_ jjvt(T)

] = msgnlen0) T

s %] c R (3.54)
sin ¢y

W tym momencie mozemy zaproponowaé postaé pola h* € R2, a mianowicie:
)

%[ k% (3_8) hQ(BJB’g;t) A e*(r (1) = kpem(7)+j:vt(7) 2
h*(e*,g5) = lhs(ey,gét)] = kpe™ (1) + i (7) [kﬁpey(T)—Fyvt(T)] €R%,  (3.55)

gdzie k, > 0 jest ponownie parametrem projektowym. Podstawiajac (3.53) do definicji
(3.55) otrzymuje si¢ ostateczna postaé pola zbieznoéci h* € R? dla zadania stabilizacji w
punkcie:

he ) lipem ~wsgn(esn) (7] cos wt] | 556

pey(T) — nsgn(eso) || €°(7)| sin ¢y

Od tej chwili cata strategia VFO z podrozdziatéw 3.1.1 oraz 3.1.2 pozostaje niezmieniona.
Jedymi réznicami miedzy sterownikami VFO dla zadania $ledzenia i zadania stabilizacji
sa inne definicje znaku funkeji k(7) oraz postaé¢ pola zbieznosci h* (por. (3.52),(3.55) z
(3.24),(3.25)). Postaé pelnego pola zbieznoéci h € R? dla zadania stabilizacji jest nastepu-

jaca:

N kreq(T) + @a(T) (55 kreq(T) + @a(T)
h(em Pas e*a q;t) = kpex(T) + ivt(T) = kpex(T) - Usgn(exo) H e* (T)H Cos | € R37
kpey(T) + Yot (T) kpey (1) — nsgnlexo) || € ()|l sin o

gdzie ponownie sygnaly ¢, (7), eq(T) oraz ¢q(7) wynikaja odpowiednio z (3.10), (3.11)
oraz (3.13) dla przyjetych definicji (3.52) i (3.55). Wida¢ wyraznie, iz predko$é wirtualna
Q’; = [Tvt Yot]” peni role pomocnicza i oddziatywuje jedynie w stanach przejéciowych w
podprzestrzeni stanu Q* C R? — pozwala skierowaé¢ sterowany system na punkt referen-
cyjny w odpowiedni sposéb, co zostanie zilustrowane wynikami symulacyjnymi w kolejnym
punkcie.
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STEROWNIK 2 Uwzgledniajgc (3.56), sterownik VFO (8.12)-(3.17) dla zadania stabi-
lizacji® ma nastepujgcq postaé (zakladajge, ze || h*| #0):

(3.12)

U1 k1 ((Pa - 90) + Pas (3-57)
(3.17)

U2 - (kpem + i'vt) Cos @ + (k'pey + yvt) sin @, (358)
gdzie postaé o, wynika z (3.10), (3.56) oraz (3.52):
A . .
wa = Atan2c (sgn(ezo)(kpey + Yot), sgnexo)(kpes + Tut)) € R, (3.59)

postaé g, na podstawie (3.13), (3.55), (3.51) oraz (3.47), wyraza sie nastepujgcym wzorem:

hsha — hahs
=, 3.60
b= g (3.60)
w ktorym
3.25 . ; . .
ho (3.25) kp(ze — ) + Tot, = hy = —kp& + Ty,
3.25 . ; . .
hy 2 kp(ye = y) + Yot = hs = —kpy + Gt
a wirtualne sygnaly referencyjne Zop, Yot 0102 Tot, Yor wynikajq z (3.53)-(3.54).
)

Geometryczng interpretacje poszczegdlnych sygnaléw wykorzystywanych podczas re-

alizacji zadania stabilizacji metoda VFO przedstawia rys. 3.7.

F N

Rys. 3.7: Dwukolowy robot mobilny podczas realizacji zadania stabilizacji metoda VFO (na rys. przyjeto:
A
qt = 07 ]Cp = 1)

Twierdzenie 3.2 Dany jest staly punkt referencyjny (3.47) oraz obszar w dziedzinie bledu
stabilizacji £ 2 R? \ {0}. Zakladajac, ze:

v0<7<oo e*(T) eE&r (3.61)

8Inaczej: stabilizator VFO.
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prawo sterowania VFO (3.57)-(3.58) zastosowane do systemu (3.1) globalnie asymptoty-
cznie prawie stabilizuje® blad (3.48) w zbiorze & w takim sensie, ze:

lim e, (7),ey(7),ex(7) =0

T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € &y = R x £*.

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.1 rozwazmy na poczatku zachowanie
zmiennej orientujacej ¢ i pomocniczego bledu orientacji e,. Podstawienie (3.57) do (3.1)
daje réwnanie

(Sba_gb)"i_kl(cpa_@)zo = &gt ke, =0,

z ktorego wynika, ze btad e, zmierza wykladniczo do zera dla 7 — oc:

ea(T) E Lo N limeg(r) =0 = lim (1) = @4 (7). (3.62)

T—00 T—00
Sterowanie orientujace (3.57) gwarantuje zatem spelnienie warunku orientowania (3.9).
Rozwazmy zachowanie bledu pozycji e*. Na podstawie (3.48) mozemy zapisac:

& = —g*. (3.63)

Dodajac i odejmujac z prawej strony powyzszego réwnania pole h* z definicji (3.55)
mozemy zapisac:
e =—q"+h"— ke —q,,

co po uporzadkowaniu daje nastepujace rownanie rézniczkowe:
e +kpe" =r —qy,, gdzie r2 Rt — g (3.64)

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.1 skorzystamy z nastepujacych relacji (Do-
datek B.1):
I7[* = [ R*|* (1 = cos® ), (3.65)

gdzie cos « jest zdefiniowany w (3.16) oraz

lim (1 — cos® =0. 3.66
Jim (1 - cos”a(y)) (3.66)

Zaproponujmy teraz dodatnio okre$lona funkcje klasy Koo:

1
Vie*) = §e*Te* € Koo, (3.67)

9Zgodnie z definicja 1.3. Zwrot prawie asymptotycznie stabilizuje jest ttumaczeniem wyrazenia almost
asymptoticaly stabilizes zaczerpnigtego z prac [KT02, Ast96].
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ktérej pochodna mozna oszacowaé nastepujaco (dla prostoty uzyta zostanie notacja (1) 2

V1 —cos?a(e(r)) €[0,1]):

—kp | €*1* +vkp | €1 0y | €*]* +nl "] =
— k(L =) =L+l e"* = =Cy(r) 1 e"]|*.

Vo o= T (3.64) T [—kpe* +7 — Gy] =
G5 T et + 1 — 5(e”)gh] =
= k|| +eTr—d(e*)eTgh <
< —kplle P+ eIl + 15 e I g3l =
S ke P+ et ol + 18] et =
CO) e |2 + 1l el | ¥ ||y + 5(e*)| || ]l =
Skl eI+ et Rpe” + il + 16(e”)] Ief <
< ke P vk e P + [l e il v + [5(e?)] [ €] =
B2kl eIk eI+ el 18(e) v + (e Il el =
(3.51)

Powyzsza pochodna jest okreslona ujemnie, gdy ¢ (y(7)) jest okreslone dodatnio, co pozwala
zapisa¢ warunek asymptotycznej zbieznosci bledu e*:

Cy(1) >0 < )< Zﬁ J_r Z (3.68)

Z uwagi na (3.51), (3.66) oraz (3.62) wnioskuje sig, ze:

kp—ﬁ

3’ra,<c>o : v’r}’ry '7(7—) < kp+77

= Je@llemlete A lim e ()] =0.
(3.69)

Dodatkowo dla 7 > 7., zbieznoé¢ || e*(7)|| do zera ma charakter wykladniczy, poniewaz:
Vrzr, {V(T) < -2V(r) = V(7) < Voexp(=2(7) = [e*(n)] <] 6*(0)||6XP(—2<T)}-

Pozostaje teraz pokazac, ze takze blad orientacji platformy robota e, zmierza do zera.
W tym celu przeanalizujemy zachowanie si¢ zmiennej ¢ w przypadku, gdy e, — 0, a
]T

pozycja robota zbiega w otoczenie punktu referencyjnego q; = [x; y¢|*, czyli dla ez, e, — 0.

Mozna pomocniczo wykazaé, ze prawdziwe sa nastepujace relacje (Dodatek B.1):

fim { 2@ =ha o @ey ) ea(e) = —hs, (3.70)
%\ i) = ha. A5\ ey(0) = —ha,

Z modelu (3.1) wynika takze, iz tangens kata orientacji platformy robota okreslony jest
ilorazem odpowiednich predkosci: tan ¢ = y/&. Korzystajac teraz z (3.70) oraz z ogdlnej
postaci pola zbieznosci (3.55) mozemy zapisaé¢ co nastepuje:

(370) hy (3.55) Kyey — nsgn(eqo) || €| singr _ Veiy +sinee

lim tan¢p = o

P—=a ho kper — nsgn(exo) || €*]| cospr Ve +cos ot
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. A k . o1e .. T . .
gdzie v = —W(”ezo). W otoczeniu punktu stabilizacji g; = [x¢ y¢]* czyli w granicy dla
lime, ¢, —0 powyzsza relacja ma postac:
. sin )
lim tang = LA lim tan ¢ = tan ;.
p—Pa, ex,ey—0 COS ¢ Pp—Pa, €x,ey—0

Uzyskany wynik nie gwarantuje jeszcze, ze ¢ — ¢y, bowiem powyzsza relacja jest stuszna
takze, gdy ¢ = ¢ = w. Aby ostatecznie udowodnié¢ zbieznoéé¢ zmiennej ¢ do wartosci refe-
rencyjnej g, wystarczy dodatkowo pokazac, ze w granicy dla ¢ — ¢q, €z,e, — 0 spelniona
jest nieréwnosé g§Tg’2kt > 0, co w sposéb oczywisty determinuje zgodnosé orientacji robota
z orientacja referencyjna. Spelnienie nieréwnosci wykazano w dodatku B.1. Ostatecznie
zatem w otoczeniu punktu q; = [z; ;|7 orientacja platformy robota ¢(7) asymptotycznie
zmierza do wartosci referencyjnej ¢;. Tym samym btad stabilizacji e, (7) asymptotycznie
zmierza do zera:

lim e, (1) = 0. (3.71)

Z (3.56) i (3.69) wynika, ze: ||h*(7)|| € Lo oraz lim, . || R*(7)|| = 0. Zatem z (3.58)
(lub z (3.15)) wynika, Ze: uz(7) € Lo oraz lim| g« o uz(e*(7)) = 0. Z zalozenia (3.61)
oraz z wniosku, ze || €*(7)| € Lo wynika, iz Ver20 Pa(€(7)) € Loo. Uwzglednienie teraz
wnioskéw (3.62) 1 (3.71) wraz z definicja (3.57) implikuje: u1(7) € Loo.

U

Uwaga 3.7 Definicje (3.59) oraz (3.60) nie sq okreslone jedynie w punkcie e* = 0 =
ex,ey = 0. Spelnienie zaloZenia || e*(0)|| # 0 oraz warunku zbieznosci z (3.69) gwaran-
tuje, 1z punkt e* = 0 nie zostanie osiggniety w skoniczonym czasie. Zatem w takim
przypadku nie ma potrzeby wprowadzania dodatkowej definicji sygnalow @q, P, w tym
punkcie[Ast96, ACBBY95]. Zalozenie || €*(0)]| # 0 nie powoduje utraty ogélnosci rozwazari,
gdyz zawsze istnieje pewne sterowanie w torze otwartym, np. u; = 0,us = const, ktore
wyprowadza system (3.1) w skoniczonym czasie z punktu e* = 0. Natomiast spelnienie
warunku zbieznosci z (3.69) wynika z efektywnosci procesu orientowania pola g5 (im szy-
beiej eq(T) zmierza do zera, tym szybciej v(T) zmierza do zera i tym szybciej spelniony
bedzie warunek w (8.69)). Aby zatem zagwarantowaé wykladniczy charakter ewolucgi bledu

e*, mozna zastosowalé nastepujgcg prostg dwuetapowq strategie sterowania:

E1. dla T € [0,7,] przyjmij us = 0 i zastosuj sterowanie orientujgce (3.57) az do osig-
gniecia przez (1) wartosci mniejszej od ZZ:LZ ;

e*(0),

w tym etapie zachodzi: V<, €*(T) =

E2. dla T € (1,,00) zastosuj pelny sterownik VFO (3.57)-(3.58); w tym etapie zachodzi:
Vrsr, [le*(T)]] < [ €7 (0)] exp(=2¢T).

Stabilizator VFO, ktéry nie posiada dodatkowych definicji dla @4, pq w punkcie stabilizacji
e* = 0 i nie jest w tym punkcie zdefiniowany'® nalezy do klasy tzw. prawie stabilizatoréw
(por. def. 1.8 oraz [Ast96, KT02]). Zapewnia on, iz wszystkie trajektorie bledu e(T) takie,
ze e(0) € & = R x (R?\ {0}) zbiegajg asymptotycznie do zera. Warto zauwazyé, Ze
tak zdefiniowany sterownik VFO jest ciggly w dziedzinie czasu'. Co wiecej, jest on takze

OPunkt stabilizacji nie jest punktem réwnowagi uktadu zamknietego.
"Tzn., ze u1(7),u2(7) sa w dziedzinie 7 przynajmniej klasy C*.
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rozniczkowalny wszedzie poza punktem e* = 0. Potencjalna niecigglosé wystepuje zatem
jedynie w dziedzinie bledu e, ktora jednak teoretycznie nigdy nie wystgpi.

Przedstawimy teraz pewna modyfikacje, ktéra pozwoli na dobre zdefiniowanie stabi-
lizatora VFO w calej dziedzinie bledu e* € R2. Wprowadzmy nastepujace dodatkowe
definicje sygnalow g, pq:

Pt, (372)
G40, (3.73)

Pa (T) = Pa

. . A .
Ga(T) =00 = &4

Modyfikacja stabilizatora (3.57)-(3.58) majaca na celu dobre zdefiniowanie sterownika

VFO w calej dziedzinie bledu e* € R?, wynika teraz z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.3 Dany jest staly punkt referencyjny (3.47). Odcinkami ciggle prawo
sterowania VFO (3.57)-(3.58), w ktorym:

(3.59),(3.60),(3.58) dla | e*(7)] > e,

(3.72),(3.73), 0  dla |le*(7)| <e, (3.74)

. A
(pa(T),goa(T),UQ(T) = {
gdzie € = 0 jest zaloZonym otoczeniem punktu e* = 0, zastosowane do systemu (3.1)
zapewnia globalng stabilizacje bledu (3.48) w takim sensie, Ze:

Jim [le"(7)[| <€, lim ey(r) =0 = lim [Je(r)] <e

dla dowolnego ograniczonego e(0) € & = R3. Dla € = 0 stabilizacja ma charakter asymp-
totyczny, a dla € > 0 — praktyczny (por. def. 1.1 oraz 1.2).

Dowéd. Przyjmujac € = 0 wszystkie wnioski z twierdzenia 3.2 pozostaja w mocy z tym,
ze dodatkowo dla || e*|| = 0 otrzymujemy:

3.74 . (3.74 74, 3.
(Pa(:)(PhSOa(:)O = u1( = )k1(<Pt—<P)-

Po podstawieniu powyzszej zaleznosci do (3.1) mamy:
o+ kip=kyp = TlLIgO o(T)=pr = Tanolo ep(1) =0.

Dla € > 0 rozwazymy dwa przypadki: || e*(0)|| > € oraz || e*(0)|| < e. Gdy || e*(0)]| > e,
woéwczas korzystajac z twierdzenia 3.2 mozemy zapisac:

Tricoot €Tl =€ = Vizn ua(r) =0, ui(r) = ki(or — 0(7)),
zatem z modelu (3.1) oraz definicji (3.47) bezposrednio wynika, ze
Vron €@l =¢ A lmer) =0 = lim [e()|=c
Z kolei, gdy || e*(0)]| < e wéwczas 7. = 0 oraz:
Vrzo u2(7) =0, ur(7) = ki(pr — (7))
i podobnie jak w poprzednim przypadku mozemy stwierdzi¢ co nastepuje:

Veso €6 <e A Jime(r)=0 = lim |e(r)]|<e
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0

Zauwazmy, ze postaé sterowania orientujacego (3.57) pomimo modyfikacji (3.74) jest nadal
aktualna z ta jedynie réznica, ze sygnaly ¢,, ., W niej zawarte majg generalnie charakter
nieciagly (sa ciagte w sensie CV).

3.1.4 Wiyniki badan symulacyjnych

Jakos$é dziatania sterownika VFO ilustruja przedstawione nizej wyniki symulacji numerycz-
nych. Wszystkie obliczenia przeprowadzono dla zmiennego kroku catkowania metoda ODFE45
(Dormand-Prince) w horyzoncie czasowym 7 € [0, T], T = 5[s]. Podczas wszystkich symu-
lacji, sygnaly predkosci &,y sterowanego systemu wystepujace w definicjach (3.31) oraz
(3.60) byly obliczane na podstawie réwnania (3.1).

I. Sledzenie trajektorii. Zadanie $ledzenia trajektorii zmiennych w czasie rozwazono
dla dwoch przypadkéw: 1) trajektorii typu T1 (popychajacej) oraz 2) trajektorii typu T3
(popychajaco-orientujacej). Obie trajektorie byly obliczane zgodnie z definicja (3.18) i
spelnialy warunek ustawicznego pobudzenia.

Trajektoria typu T1. Przeprowadzono symulacje dla dwéch przypadkéw: bez prze-
chodzenia przez punkty nieciaglosci h* = 0 (sterownik (3.28)-(3.29)) oraz z przechodze-
niem przez punkty nieciaglosci h* = 0 (sterownik (3.28)-(3.29) z modyfikacja wedlug
propozycji 3.2).

Jako pierwszy zostanie omdéwiony przypadek, w ktérym system sterowany nie prze-
chodzi przez punkty h* = 0, zatem sterowanie VFO ma charakter ciagly i rézniczkowalny
w calym horyzoncie czasowym sterowania. Wybrano nastepujace sterowania referencyjne
i warunki poczatkowe:

1>

0 /4 0

U

Uy = 1 é . ) qt(o) 0 ) q(O) é -2 )
U2t sin27 — 1.5 0 1

gdzie ug; wyrazone jest w [m/s], a q:(0),q(0) w [rad] i [m]. Tak zdefiniowana trajektoria
referencyjna jest typu popychajacego i zgodnie z interpretacja geometryczna definiuje ruch
robota po lini prostej w R? (tu: ze zmiennym sterowaniem popychajacym us;). Przyjeto
nastepujace wartoéci wspotczynnikéw sterownika: k, = 5, k1 = 10. Czasowe przebiegi na-
jwazniejszych sygnaléw przedstawiaja rys. 3.8-3.12. Sciezka referencyjna oraz wynikowa
Sciezka sterowanego robota pokazana zostala na rys. 3.13, gdzie krétkimi prostymi od-
cinkami zaznaczono chwilowe orientacje platformy pojazdu'?. Na uwage zastuguje szybka
i nieoscylacyjna zbieznoéé btedéw éledzenia do zeral3, efektywno$é procesu orientowania
pola g5 (przebieg bledu e, oraz cos ) oraz naturalny ruch robota w przestrzeni zadania
(rys. 3.13). Zadana trajektoria referencyjna wymaga w tym przypadku strategii ruchu
do tylu. Strategia ta jest realizowana juz w stanie przejSciowym, co pozwala na gladki

20dcinki zostaty wykreslone z kwantem czasu 0.05[s] i pozwalaja na przeanalizowanie czasowej parame-
tryzacji Sciezki.
138cigle rzecz biorac, dla btedu orientacji zachodzi tutaj: e, (1) — 2.
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wjazd robota na Sciezke referencyjna (nawrét pojazdu pokazano na rys. 3.13). O rodzaju
realizowanej strategii ruchu $wiadczy tez fakt, iz cosa — —1 w trakcie procesu sterowa-
nia (rys. 3.9). Rysunek 3.12 przedstawia przebiegi bledéw Sledzenia (w sensie wartosci
bezwzglednej) w skali logarytmicznej, aby pokazaé przyblizona szybko$é zbieznosci, szczegdl-
nie dla bledéw e, oraz e,.

Aby przedstawi¢ jakoé¢ dziatania odcinkami cigglego sterownika VFO oraz by potwier-
dzi¢ wnioski dotyczace zbieznosci zawarte w propozycji 3.2, przeprowadzono symulacje dla
przypadku, gdzie w stanie przejSciowym wystepuje zjawisko przechodzenia systemu przez
punkt nieciggtosci h* = 0. W tym celu wybrano nastepujace sterowania referencyjne i
warunki poczatkowe:

[UIt‘| A [ 0 ‘| ( ) A 7T/2 ( ) —7T/2
Ut = = s q:(0) = 0 s q(0) = 0 )
Ut 0.5 0 9

gdzie ug; wyrazone jest w [m/s], a q:(0),q(0) w [rad] i [m]. Zdefiniowana trajektoria
referencyjna jest typu popychajacego i zgodnie z interpretacja geometryczna definiuje
ruch robota po lini prostej w R? (tu: ze stalym sterowaniem popychajacym usa;). Przyjeto
nastepujace wartosci wspotczynnikéw projektowych: k, = 5, k1 = 10. Zastosowany stero-
wnik VFO wynika z tresci propozycji 3.2, dla ktorej przyjeto € = 0.1. Czasowe przebiegi
najwazniejszych sygnaléw przedstawiajg rys. 3.15-3.19, z ktorych wynika, ze po opuszcze-
niu zalozonego otoczenia punktu h* = 0 system asymptotycznie zbiega do trajektorii
referencyjnej przy zachowaniu ograniczonych sygnaléow sterujacych. Warto zauwazyé, iz
punkt nieciagloéci pojawia si¢ tylko raz w stanie przejSciowym i nie jest on przyciaga-
jacy. Sciezka referencyjna oraz wynikowa $ciezka sterowanego robota pokazana zostala
na rys. 3.20 (krétkimi prostymi odcinkami zaznaczono chwilowe orientacje platformy po-
jazdu', a rys. 3.21 ukazuje zblizenie procesu nawrotu robota po wysciu z otoczenia e
punktu h* = 0.

Trajektoria typu T3. Wybrano nastepujace sterowania referencyjne i warunki poczatkowe:

0 0
U A |sin27 + 2 A A
Uy = [ 1t] - [ ) Qt(O) =10 ) q(O) = 2 ’
Uy 1 0 _3

gdzie uy; wyrazone jest w [rad/s], ue w [m/s], a q:(0),q(0) w [rad] i [m]. Tak zdefi-
niowana trajektoria referencyjna jest typu popychajaco-orientujgcego i zgodnie z inter-
pretacja geometryczng definiuje ruch robota po pewnych krzywych w R? (tu: ze statym
lecz niezerowym sterowaniem popychajacym wueo; i zmiennym sterowaniem orientujacym
u1t). Przyjeto nastepujace wartosci wspolczynnikéw sterownika: k, = 5, ky = 10. Cza-
sowe przebiegi najwazniejszych sygnaléw przedstawiaja rys. 3.22-3.26. Sciezka referencyjna
oraz wynikowa $ciezka sterowanego robota pokazana zostata na rys. 3.14, gdzie krétkimi

prostymi odcinkami zaznaczono chwilowe orientacje platformy pojazdu'®. Réwniez w tym

Odcinki zostaty wykreglone 7z kwantem czasu 0.05[s].
150dcinki zostaty wykreglone 7z kwantem czasu 0.05[s].
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Tab. 3.1: Wartoéci wskaznikéw jakosci Ji, Jo Tab. 3.2: Wartosci wskaznikéw jakosci Ji, Ja
dla trzech wybranych wartosci wspétczynnika k,, dla trzech wybranych wartosci wspétczynnika ki
(przy ustalonym k1) dla zadania $ledzenia. (przy ustalonym kjp) dla zadania $ledzenia.

ki | ky | | ki | ky| |

10 | 10 | 1.836 | 60.74 20 | 5 | 1.883 | 42.02

10| 5 | 2.238 | 31.52 10 | 5 | 2.238 | 31.52

10 | 1 | 4.490 | 12.77 1 |5 |6.375 4831

przypadku stany przejsciowe sygnaléw bledéw (rys. 3.22,3.26) oraz postaé Sciezki robota
w przestrzeni zadania (rys. 3.14) nie wykazuja oscylacji i swiadcza o szybkim i glad-
kim wjezdzie pojazdu na trajektorie referencyjna. Tym razem trajektoria referencyjna
wymaga strategii ruchu do przodu, ktora robot realizuje takze juz w etapie przejSciowym
(cosa — +1).

Dla obu typéw trajektorii referencyjnych T1 i T3 uzyskano ograniczone przebiegi
sygnaléw sterujacych (rys. 3.11, 3.18 oraz 3.25) zbiegajace w granicy do odpowiednich
sterowan referencyjnych.

Na rys. 3.27 i 3.28 przedstawiono wplyw wartosci obu nastaw k,, k1 sterownika VFO
na jako$¢ stanéw przejéciowych w przestrzeni zadania robota dla przypadku $ledzenia tra-
jektorii prostoliniowej (u1; = 0,u9 = 0.5]m/s]) rozpoczynajacej sie w punkcie g;(0) =
[0 0 0]7. Jakosciowy wptyw poszczegdlnych wspétezynnikéw jest w zasadzie intuicyjny i
wynika z prostej analizy réwnan (3.34) oraz (3.33). Wplyw ilosciowy dotyczacy zbieznosci
btedéw Sledzenia oraz kosztu sterowania ukazuja wartoéci nastepujacych wskaznikow jakodci:

T T
52 /0 (2(r) + 2(r) + (r))dr, S 2 /O (2 (r) + ud(r))dr, (3.75)

ktére zostaly obliczone (tabele 3.1 oraz 3.2) dla wybranych wartosci wspdélezynnikéw
k, oraz ki (podczas obliczen wskaznika Ji, wartosci btedu e, zostaly ograniczone do
przedziatu [—7, 7]). Warto zwr6cié uwage na kluczowe znaczenie wartosci wspotezynnika
k1 (tab. 3.2) z punktu widzenia szybkosci zbieznosci bledéw Sledzenia (wskaznik Ji).
Zwiekszanie wartosci ki prowadzi do zwiekszenia efektywnosci procesu orientowania, a
tym samym do szybszego wjazdu robota na trajektorie referencyjna (por. rys. 3.28). Jed-
nak zbyt duza warto$¢ tego wspoélczynnika moze powodowaé niepotrzebne zwickszenie
kosztu sterowania (J2) przy stosunkowo niewielkiej dalszej poprawie jakosci zbieznosci
(przypadek dla k1 = 20). Takie zjawisko sugeruje mozliwo$é wystepowania optymalnych
nastaw kiopr, kpopr ze wzgledu na wskaznik J = J; + Jo znany z teorii ukladéw li-
niowych. Ten problem jednak wykracza poza zakres niniejszej pracy. Dodajmy jeszcze,
iz dobér wartosci kj, i k1 podczas przeprowadzania symulacji nie stwarzal zadnych pro-
bleméw, byl bardzo prosty, intuicyjny i nie zalezal ani od warunkéw poczatkowych ani
od typu rozwazanej trajektorii referencyjnej. Fakt ten stanowi istotna ceche wszystkich
proponowanych w tej pracy sterownikéow VFO.
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Rys. 3.8: Sumr: trajektoria T1 — bledy $ledzenia: e, (-) (ograniczone do zakresu [—m,7]), ez (- -), ey
(--)-
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Rys. 3.9: Suyumnr: trajektoria T1 — efektywnoéé orientowania pola g3 jako przebieg cosa, gdzie o =
Z(g3,h").
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Rys. 3.10: Sywmr: trajektoria T1 — pomocniczy blad orientacji e,.
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Rys. 3.11: Symr: trajektoria T1 — sygnaty sterujace: ui (=), uz (- -).



3.1. Dwukolowy robot mobilny

57

10
E 10° .
e r . d
Y s i
jx Tl i
— 1072 | T T T ]
5 bt ]
o e, ]
Ie ; [ T e T ]
L 0710 T T LTS

101l i i i i i i i i ]

2.5 3 35 4 4.5 5
T [s]

Rys. 3.12: Symr: trajektoria T1 — bezwzgledne wartoéci bledéw gledzenia: |ey| (<), lex| (- -), ley| (-~
w skali logarytmicznej (blad e, ograniczono do zakresu [—,7]).
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Rys. 3.13: Yymr: trajektoria T1 — éciezka
robota (linia przerywana) i $ciezka referencyjna
(linia ciagla) w przestrzeni zadania. Krétkimi
odcinkami zaznaczono chwilowe orientacje plat-
formy robota.
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Rys. 3.14: Syumg: trajektoria T3 — $ciezka
robota (linia przerywana) i $ciezka referencyjna
(linia ciagla) w przestrzeni zadania. Krétkimi
odcinkami zaznaczono chwilowe orientacje plat-
formy robota.



3.1. Dwukolowy robot mobilny 58

e, [m]
T
|

X

e¢ [rad], e
]
T
|

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
T[s]

Rys. 3.15: Sy r: trajektoria T1 z przejéciem przez punkt h* = 0 — bledy éledzenia: e, () (ograniczone
do zakresu [—7, 7)), €z (- -), €y (--).
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Rys. 3.16: Symr: trajektoria T1 z przejéciem przez punkt h* = 0 — efektywnosé orientowania pola g3
jako przebieg cos «, gdzie o = Z(g5,h").
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Rys. 3.17: Svmr: trajektoria T'1 z przejSciem przez punkt h* = 0 — pomocniczy blad orientacji eq.
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Rys. 3.18: Symr: trajektoria T1 z przejsciem przez punkt h* = 0 — sygnaly sterujace: u1 (-), u2 (- -).
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Rys. 3.19: Suwmr: trajektoria T1 z przejéciem przez punkt h* = 0 — bezwzgledne wartosci bledéw
Sledzenia: |ey| (-), |ex| (- -), |ey| (--) w skali logarytmicznej (blad e, ograniczono do zakresu [—,7]).
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Rys. 3.20: Sywmg: trajektoria T1 z przejs-
ciem przez punkt h* = 0 — $ciezka robota (linia
przerywana) i $ciezka referencyjna (linia ciagla)
w przestrzeni zadania. Krétkimi odcinkami zaz-
naczono chwilowe orientacje platformy robota.
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Rys. 3.21: Sywmrg: trajektoria T1 z przejs-
ciem przez punkt h* = 0 — zblizenie pro-
cesu nawrotu robota po opuszczeniu otoczenia
e punktu nieciaglodci; $ciezka robota (linia prz-
erywana) i $ciezka referencyjna (linia ciagla) w

przestrzeni zadania.
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Rys. 3.22: Syumr: trajektoria T3 — bledy éledzenia: ey, (-), €x (- -), ey (--).
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Rys. 3.23: Syumnr: trajektoria T3 — efektywnosé orientowania pola g3 jako przebieg cos «, gdzie a =
Z(g3,h").
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Rys. 3.24: Yyumr: trajektoria T3 — pomocniczy btad orientacji e,.

u [rad/s], u, [m/s]
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Rys. 3.25: Yymr: trajektoria T3 — sygnaty sterujace: ui (-), uz (- -).
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Rys. 3.26: Yymr: trajektoria T3 — bezwzgledne
w skali logarytmicznej.
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Rys. 3.27: Sy amr: wplyw wartoéci wspétezyn-
nika k, na jakos¢ proceséw przejsciowych dla
zadania $ledzenia trajektorii typu T1 (przyjeto:
ki = 10).
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Rys. 3.28: Yy r: wplyw wartosci wspotezyn-
nika k1 na jako$é proceséw przejsciowych dla
zadania §ledzenia trajektorii typu T1 (przyjeto:
kp = 5).
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I1. Stabilizacja w punkcie. Zadanie stabilizacji w punkcie lub inaczej zadanie $ledzenia
trajektorii (3.18) zdegenerowanej do stalego punktu referencyjnego (typ trajektorii T4)
zrealizowano wykorzystujac sterownik (3.57)-(3.58) jako tzw. prawie stabilizator (bez do-
datkowych definicji w punkcie e* = 0).

Trajektoria typu T4 (staly punkt referencyjny). Aby pokazaé¢ uniwersalno$é sta-
bilizatora (3.57)-(3.58), symulacje przeprowadzono dla dwéch réznych stalych punktéw
referencyjnych: zerowego i niezerowego. W pierwszym przypadku wybrano nastepujace

sterowania referencyjne i warunki poczatkowe:

1>

0 0
up = [Zﬂ 2 m, a0 =q= 0|, q0) =2 |0,
0 2
gdzie q:(0), g(0) wyrazone sa w [rad] i [m]. Tak zdefiniowana trajektoria g;(7) ma postaé
statego punktu referencyjnego q; € R3. Wybrane warunki poczatkowe q(0) determinuja
w tym przypadku zadanie nazywane parkowaniem réwnoleglym. Zadanie takie stanowi
najtrudniejszy problem stabilizacji, gdyz wymaga efektywnego ruchu w kierunku zabro-
nionym przez ograniczenia nieholonomiczne!® [KT02]. Podczas symulacji przyjeto nastepu-
jace wartoéci wspoélczynnikéw sterownika: k, = 5,k; = 10,7 = 3. Czasowe przebiegi
najwazniejszych sygnaléw przedstawiono na rys. 3.29-3.33, a wynikowa Sciezke robota w

17 na rys. 3.34. Podobnie jak w zadaniach $ledzenia, zbieznoéé bledéw

przestrzeni zadania
stabilizacji jest szybka i nieoscylacyjna, a ruch robota ma naturalny charakter. Co wiecej,
cala $ciezka robota zewiera sie w stosunkowo waskim pasie w R2, co ma praktyczne znacze-
nie, gdy ruch odbywa sie w érodowisku z przeszkodami. Efektywnos¢ procesu orientowania
pola g3 ilustrujg przebiegi bledu e, oraz cos a. Wykladnicza zbieznos¢ btedéw e, oraz e, do
zera nastepuje juz po okoto 0.2[s] czasu symulacji (po spelnieniu warunku z (3.69), ktéry w
tym przypadku wynosi: v < 0.25 = cosa > 0.968) — rys. 3.33. Szybsza zbieznos¢ bledu e,
(w poréwnaniu przebiegiem bledu e, ), ilustruje w skali logarytmicznej rys. 3.33. Z wykresu
tego widaé takze wplyw dodatkowego wspdlczynnika 7, ktéry powoduje, iz orientacja plat-
formy robota zbiega do wartosci referencyjnej jeszcze przed osiggnieciem punktu e, = 0
— koficowy etap ruchu robota odbywa si¢ w przyblizeniu wzdtuz odcinka prostoliniowego.
Efekt ten mozna nazwaé naprowadzaniem robota na punkt gf, ktéry moze by¢ przydatny
np. w zadaniu parkowania w garazu czy wnece. Nalezy pamietaé¢ jednak, ze skutkiem
powickszania wartodci 7 jest wydluzanie czasu 7, z warunku (3.69) i w konsekwencji zm-
niejszanie szybkosci zbieznosci dla normy || e*|| (biorac pod uwage caly horyzont czasowy
sterowania). Nieoscylacyjny przebieg ograniczonych sygnaléw sterujacych zbiegajacych w
granicy do zera przedstawia rys. 3.32.

Aby zilustrowaé jakos¢ standw przejsciowych w zadaniu stabilizacji dla zerowego punktu
referencyjnego i dla réznych warunkéw poczatkowych, wykreslono zestaw $ciezek robota
uzyskany dla o$miu wybranych pozycji poczatkowych platformy x(0),y(0) polozonych na
okregu o promieniu R = 3 z orientacja poczatkowa ¢(0) = 7/2 (rys. 3.35).

"W sensie wartosci éredniej w horyzoncie czasowym sterowania [KT02].
70dcinki oznaczajace chwilowe orientacje platformy wykreslone zostalty co 0.05[s].
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Kolejny zestaw wynikéw symulacyjnych dotyczy zadania stabilizacji z zadanym nieze-
rowym punktem referencyjnym g;. W tym przypadku wybrano:

/4

Uy = lult] = [0] ; a0 =q2|2],

Ut 0 1

q(0) £

0
01,
2
gdzie g;(0), g(0) wyrazone sa w [rad] i [m]. Podczas symulacji przyjeto nastepujace wartosci
wspotczynnikéw sterownika: k, = 5,k; = 10,7 = 3. Czasowe przebiegi najwazniejszych
sygnaléw przedstawiono na rys. 3.36-3.40, a wynikowa Sciezke robota w przestrzeni zada-
nia na rys. 3.41.

Wplyw poszczegolnych wspoétczynnikéw k,, k1 oraz n na sposob osiggania przez rob-
ota punktu referencyjnego ukazuja rys. 3.42-3.45 (przyjeto q; = 0). Z rys. 3.42 wynika, ze
efekt naprowadzania robota zalezy bezposrednio od wartos$ci n. Im wieksza wartosé tego
wspotczynnika, tym dluzszy koncowy etap prawie prostoliniowego podjazdu platformy w
kierunku punktu referencyjnego qf = [x; y:]7. Jakkolwiek wzrost wartosci wspotczyn-
nika k, przy ustalonym n moze znaczaco oslabié ten, czesto pozadany, efekt (rys. 3.43).
Z analizy rys. 3.45 wynika, iz aby zachowaé (w przyblizeniu) efekt naprowadzania, wraz
ze wzrostem k, nalezy zwigksza¢ warto$¢ n tak, by utrzymac staty réznice miedzy tymi
dwoma wspoélczynnikami. IloSciowy wplyw wszystkich nastaw na jakosé procesu stabiliza-
cji (z punktu widzenia wartosci wskaznikéw Ji i Jy) przedstawiaja tabele 3.3-3.6.

Tab. 3.3: Wartoéci wskaznikéw jakosci Ji, Jo
dla trzech wybranych wartosci wspétczynnika k,,
(przy ustalonych k1 i n) dla zadania stabilizacji.

Tab. 3.5: Wartosci wskaznikéw jakosci Ji, Jo
dla trzech wybranych wartosci wspoétczynnika n
(przy ustalonych ki i kp) dla zadania stabilizacji.

3.1.5 Podsumowanie

Powyzej przedstawiono pierwszy z przyktadéw zastosowania wprowadzonej wcze$niej meto-
dy orientowania pdl wektorowych dla modelu robota jednokotowego gwarantujacy globalne

kjl k‘p n J1 J2 k‘l k?p n Jl JQ

10 | 10 | 5 | 1.792 | 46.78 20 | 5 | 3| 2.198 | 58.13
10 | 8 | 5| 1.824 | 42.96 10| 5 | 3| 2531 | 35.33
10| 6 | 5| 2283 | 41.05 5 | 5 | 33253 23.79

kl kp n J1 J2

10]10]9]1.615]51.63 ki | kp | m| S Jo

10110161 1.627 | 47.57 10 | 10 | 8 | 1.521 | 50.04

10 | 10 | 3 | 2.581 | 45.94 10| 8 | 6| 1.772 | 44.60
10| 6 | 4| 2.187 | 38.69

Tab. 3.4: Wartoéci wskaznikéw jakosci Ji, Jo
dla trzech wybranych wartosci wspétczynnika kq
(przy ustalonych k;, i ) dla zadania stabilizacji.

Tab. 3.6: Wartoéci wskaznikéw jakosci Ji, Jo
dla trzech wybranych wartosci wspétczynnika k,,
dla statej réznicy miedzy k, in: kp —n = 2 (przy
ustalonym k1) dla zadania stabilizacji.
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Rys. 3.29: Syumr: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — bledy stabilizacji: e, (), ez (- -), ey
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Rys. 3.30: Sumr: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — efektywnoéé orientowania pola g3 jako
przebieg cos a, gdzie a = Z(g3,h™).
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Rys. 3.31: Symr: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — pomocniczy btad orientacji eq.
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Rys. 3.32: Yymr: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — sygnaly sterujace: u1 (-), uz (- -).
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Rys. 3.33: Sumr: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — bezwzgledne wartosci btedéw stabilizacji:

leo| (), lex] (- -), |ey] (--) w skali logarytmicznej.
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Rys. 3.34: Sy mr: trajektoria T4 (staty punkt Rys. 3.35: Suwmr: trajektoria T4 (staly
referencyjny q: 2 0) — Sciezka robota w punkt referencyjny gq: 2 0) — zbidr Sciezek

przestrzeni zadania. robota w przestrzeni zadania dla o$miu

wybranych warunkéw poczatkowych ¢q(0) =
[r/2 2(0) y(0)]", gdzie punkty ¢* = [2(0) y(0)]"
leza na okregu o promieniu R = 3.
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Rys. 3.36: Syamr: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — btedy stabilizacji: e, (-), ex (-

)y ey (=)
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Rys. 3.37: Syumr: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — efektywnosé orientowania pola
g5 jako przebieg cos «, gdzie o = Z(g5, h™).
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Rys. 3.38: Sumr: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — pomocniczy btad orientacji eq.
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Rys. 3.39: Suumr: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — sygnaly sterujace: ui (-), uz (-

0.
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Rys. 3.40: Suwmr: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — bezwzgledne wartodci bledéw

stabilizacji: |ex| (5), |ez| (- -), |ey| (--) w skali logarytmiczne;j.
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Rys. 3.41: Sy umr: trajektoria T4 (staty punkt

referencyjny g 2 [7/42 —1]7) — éciezka robota

w przestrzeni zadania.
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Rys. 3.42: Yy mr: wplyw wartosci wspotezyn-

nika 7 na jako$¢ proceséw przejsciowych dla

zadania stabilizacji (przyjeto: k, = 10,k1 =
A

10,1 = 0,q(0) = [0 0 2]").
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Rys. 3.43: Sy r: wplyw wartosci wspotezyn-

nika k, na jakos¢ proceséw przejsciowych dla

zadania stabilizacji (przyjeto: k1 = 10,n =
A

5,q¢ = 0,q(0) =[002]").
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Rys. 3.44: Yy r: wplyw wartosci wspotezyn- Rys. 3.45: Xymr: jakoéé proceséw przej-
nika k1 na jako$é proceséw przejsciowych dla $ciowych dla zadania stabilizacji w funkcji
zadania stabilizacji (przyjeto: k, = 5,7 = wartosci wspotczynnika k, w przypadku stalej
3,q:20,q(0)=[0027). réinicy miedzy kp i n: kp —n = 2 (przyjeto:

ki =10,q: £ 0,q(0) = [002]7).

rozwigzanie dwoch zadan sterowania: asymptotyczne Sledzenie dopuszczalnych trajektorii
zmiennych w czasie oraz asymptotyczna (a takze praktyczna) stabilizacje w punkcie. Za-
proponowano dwa rodzaje praw sterowania dla kazdego z zadan: ciagle w czasie sterowniki
VFO niezdefiniowane jednak w pewnych punktach dziedziny btedu e oraz odcinkami ciggle
sterowniki VFO dobrze okreslone w calej dziedzinie btedu regulacji e. W przypadku zada-
nia stabilizacji, wprowadzono tzw. prawie stabilizatory VFO wykazujace niecigglosé je-
dynie w punkcie stabilizacji. Warto podkresli¢, iz struktury przedstawionych sterownikéw
VFO dedykowanych zaréwno do zadania sledzenia jak i zadania stabilizacji sa jednakowe,
a jedyna réznica miedzy nimi wynika z postaci pola wektorowego zbieznosci h i sposobu
okreslania znaku funkcji k(7). Konstrukcja pola h odgrywa kluczowa role w ksztaltowa-
niu sposobu ewolucji systemu, szczegdlnie w stanach przejSciowych. Zaproponowane wyzej
definicje pola h sa przykladami takiej konstrukeji, prowadzacymi do naturalnego ruchu
sterowanego systemu w przestrzeni zadania.

Przytoczony model robota jednokotowego stanowi kanoniczny przypadek rozwazanych
systemoéw z podklasy ¥ pozwalajacy na prosta i przejrzysta interpretacje i ocene uzyskanych
wynikéw sterowania. Przedstawione wyniki symulacyjne daja mozliwo$¢ oceny zasadnosci
zastosowanej metodologii VFO oraz ukazuja specyficzne cechy zaproponowanych sterowni-
kéw, a mianowicie: prostote i latwos$é interpretacji ogdlnej struktury réwnan, prostote
doboru wspélczynnikéw projektowych niezaleznie od rodzaju zadania i warunkow poczatko-
wych oraz szybka zbieznoéé¢ btedéw regulacji i naturalny, nieoscylacyjny ruch sterowanego
systemu w stanach przejsciowych.
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3.2 Manipulator z przektadniami nieholonomicznymi

Ciekawg konstrukcje manipulatora, w ktérej wykorzystano cechy systeméw nieholonomi-
cznych zaproponowano w pracach [SNC94, NCS01]. Przedstawione tam ramie manipula-
cyjne o N ogniwach jest napedzane tylko przez dwa niezalezne napedy zamontowane przy
podstawie. Nowatorski sposéb przeniesienia napedu wzdtuz catego tancucha kinematy-
cznego gwaratuje pelng sterowalnosé systemu. Kluczowym elementem catej konstrukeji sa
specjalnie zaprojektowane przekladnie kulowe umieszczone w kazdym przegubie manipu-
latora. Kazda taka przekladnia (por. rys. 3.46) sklada si¢ z kuli o promieniu R, kola wej-
Sciowego IW oraz zestawu kol wyjsciowych OWj, j = 1,2,.... Liczba két wyjsciowych
moze by¢ generalnie dowolna i kola te nie musza by¢ zamontowane w jednej pltaszczyznie.
Biezace rozwazania zostana jednak ograniczone do przypadku, w ktérym kazda przektad-
nia sktada si¢ z dwéch identycznych két wyjsciowych umieszczonych prostopadle wzgledem
siebie z osiami lezacymi w jednej pltaszczyznie. Odtad zakladamy takze, ze kontakt wszys-
tkich két (wejsciowych i wyjéciowych) z kula przekladni ma charakter punktowy oraz nie
wystepuja poslizgi miedzy kotami a kula. Koto wejsciowe pierwszej przektadni napedzane
jest jednym z silnikéw (sterowanie us), podczas gdy drugi naped (sterowanie uq) pozwala
na zmiane pozycji katowej pierwszego ogniwa, a tym samym na zmiane polozenia osi
obrotu kota IW wzgledem kuli (kat € na rys. 3.46) — por. rys. 3.47. Zakladajac, ze pred-

Rys. 3.46: Nieholonomiczna przektadnia ku- Rys. 3.47: Manipulator planarny z przektad-
lowa z dwoma kolami wyjsciowymi. niami nieholonomicznymi (model (3.78)).

kos¢ kota wejéciowego pierwszej przektadni wynosi p, predkosci w1, ws obu két wyjéciowych
wynikajg z ortogonalnych rzutéw predkodci p na ptaszczyzne osi obrotu két OWy, OWs

wp = pﬂcose, (3.76)
To

we = pﬂsine, (3.77)
ro

gdzie 0 oznacza biezaca wartos¢ kata miedzy osiami obrotu kot IW i OW jak zaznaczono
na rys. 3.46. Kat ten stanowi jednocze$nie pierwsza wspolrzedna konfiguracyjna catego
manipulatora (0 = 6; na rys. 3.47). Wielkosci 7,70 opisuja promienie odpowiednich
két przekladni. Zgodnie z réwnaniami (3.76)-(3.77), poprzez zmiane wartosci kata 6 za
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pomocy sterowania ui, istnieje mozliwo$¢ zmiany wartosci przenoszonych predkosci do
obu két wyjsciowych. Jezeli predkosci két wyjsciowych wi,ws zostana odpowiednio prze-
niesione do kolejnej przektadni kulowej w tancuchu kinematycznym robota, to uzyskamy
zdolnos¢ do zmiany wszystkich wspétrzednych konfiguracyjnych manipulatora wykorzystu-
jac tylko dwa napedy. Oznaczmy poprzez 6;, ¢ = 1,2, 3 katy konfiguracyjne manipulatora
z rys. 3.47. Wéwczas zakladajac dla prostoty rozwazan r;y = rp, otrzymamy nastepu-
jace relacje wiazace predkosci przektadni z predkosciami wspotrzednych konfiguracyjnych
[MKO04]:

A . A A
fix1 = p; sinb;, s 0 = wu,
przy czym z zalozenia: A
pi+1 = picosb;, p1 = ug.
Wykorzystujac powyzsze rownania mozna sformutowaé model kinematyki dla planarnego
manipulatora o trzech ogniwach w nastepujacej postaci'®:
01 1 0
ENHM : 92 é 0 Ui + sin 01 ug, (3.78)
03 0 cos 01 sin 69

gdzie g 2 [01 62 03]7 € Q C R? jest wektorem stanu, a ui,us € U C R oznaczaja syg-
naly wejéciowe (w fizycznej interpretacji odpowiednio: predkosé obrotu pierwszego ogniwa
oraz predkosé kota wejsciowego pierwszej przekladni kulowej). Przywolujac ogélna postaé
modeli podklasy (2.1)-(2.2) latwo zauwazy¢, ze ¥ yma € X oraz go(q) = g2(61,2), gdzie:

0 0 .
3.78 . sin 0 ) 0
92(012) = | g2(61) (1) sin 6, = g5(01,2) 2 1 Lt = | 2| eRr2
. cos 01 sin 05 03
93(61,2) cos 0 sin 6o
(3.79)

Niecatkowalne wiezy kinematyczne zwiazane z kinematyka (3.78) moga by¢ zapisane w
postaci Pfaffa

01
6| € R® (3.80)
03

A(q)q =0, A(q) = [0 —cosfysinfy —sinfy] € RI*3 q (3.78)

i wynikaja z wyeliminowania sygnatu uy z dwéch ostatnich réwnan w (3.78).

Uwaga 3.8 Pole wektorowe g2(q) modelu (3.78) nie jest dobrze okreslone (degeneruje sie
do zera) miedzy innymi w punkcie g = [0 0 0]T. W tym punkcie zatem nie jest spetniony
warunek konieczny W2 stosowalnosci metody VFO. Z tego wzgledu, Ze zadanie stabilizacyi
checemy rozwazyé, miedzy innymi, dla tego wlasnie punktu pola, wymagana jest pewna
modyfikacja przeniesienia napedu dla ostatniego ogniwa manipulatora, ktora zagwarantuje,
iZ ¢ = 0 bedzie regularnym punktem generatora go(q).

18Przy zalozeniu jednostkowych wartodci wspétezynnikéw przekltadni przenoszacych predkosci két wyj-
$ciowych do nastepnej przektadni kulowej w tanicuchu kinematycznym [MKO04].
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Niewielka modyfikacja przeniesienia napedu do ostatniego ogniwa (patrz rys. 3.48)
pozwala na modyfikacje modelu kinematyki manipulatora jak nastepuje [KMPO05]:

91 1 0
YNHMmod by |20 [u+ sin 0 Uz, (3.81)
03 0 cos 61 cos O
przy czym teraz
0 (3.81) 0 in 6 6
. ) . A sin .
g2(012) = | g2(6h) | = sin 6, = g5(612) = ! gt = || eRr2
cos 61 cos 0 03
g3(612) cos 81 cos 09
(3.82)

a ograniczenia nieholonomiczne przyjmuja postac:

01
i *2 14,| e R®. (3.83)

03

A(q)g =0, A(q) = [0 —cosfy cosfy —sinfy] € R1*3,

Rys. 3.48: Manipulator planarny z przektadniami nieholonomicznymi ze zmodyfikowanym przeniesie-
niem napedu dla ostatniego ogniwa (model (3.81)).

Ze wzgledu na argumenty zawarte w uwadze 3.8, w dalszym ciggu uwaga skupiona
zostanie na modelu'? (3.81)-(3.83).

Przeanalizujmy teraz kinematyke systemu 3 n g7 3rmoqd Pod wzgledem wiasnosci zwiazanych
z metodologia VFO. Sprawdzmy cztery warunki konieczne stosowalno$ci metody.
Warunek W1: mozna pokazac, ze Vgcocprs system X nparmod jest w pelni sterowalny:

rank(Cy)
rank(Cy)

dim(q), dla {91,2 201 £ Edr N Oy £ i(2d — 1)%}
m

=3
=3=d (q), dla {91,2 01 =xdr A Oy = i(2d — 1)%}

¥Propozycje rozwiazania zadania $ledzenia metoda VFO dla modelu (3.78) mozna znalezé w pracach
[MNO05, MKO04].
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gdzie d = 0,1, 2, ..., a macierze sterowalno$ci maja postacé:
(351 1 0 0
A . .
C = {91 g2(012) [g1, 92(91,2)]} =10 sin 0 cos 0 ;
0 cosfcosfly —sinfycosbsy
(3.81) 0 0
A . .
Cy = {91 g2(012) |92, [91,92(91,2)]]} =10 sin 04 0

0 cosficosfy sinbs

Warunek W2: z postaci pola go(61,2) wynika, ze nie wszystkie punkty q € R3 tego pola
sg regularne. Zatem metoda VFO moze zostaé tutaj zastosowana tylko dla pewnej pod-
przestrzeni konfiguracyjnej Q'x j asmoq- Zdefiniujmy zbiér punktéw, w ktérych pole g2(61.2)
degeneruje sie do zera:

DE{qeR3: 0, = +nd A ngi(Qd—l)g}, d=0,1,2,..., (3.84)

Podprzestrzen konfiguracyjna, w ktérej spetniony zostanie warunek W2 jest okreslona jak
nastepuje:

Qi rtmod = {g € B\ D}. (3.85)
Tak definiowana podprzestrzen rozwiazuje problem regularnodci pola go(612). Jednak
sama definicja podprzestrzeni Oy pasmoq Di€ Wystarcza. Nalezy bowiem odpowiedzieé
na pytanie jak zapewnié, by stan q(7) ukladu (3.81) nie opuszczal tej podprzestrzeni
w calym horyzoncie czasowym sterowania (przy zalozeniu, bez utraty ogélnosci rozwazan,
ze q(0) € Q' armoa)- Problem ten jest trudny zwlaszcza w przypadku, gdy zbiér D jest
okreslony poprzez jednoczesno$é wystapienia warunkéw z (3.84). Aby ulatwié spelnie-
nie wspomnianych ograniczen konfiguracyjnych, zaproponujmy wprowadzenie nastepujacej
podprzestrzeni:

A i T
QN Mmod = {4 €R? : Oa(7) € (—65,55) Vr>0} (3.86)

gdzie 0 < & < 1 jest pewna pozadana miara odstepu pozycji katowej drugiego og-
niwa od koncéw przedziatu (—m/2,7/2). Oczywiscie O i armod C QN HMmod> & POWYZsze
ograniczenie wartosci zmiennej #3 nie narusza wtasnoéci petnej orientowalnosci pola g3 (01 2),
co zostanie pokazane nizej. Teraz problem zapewnienia pozostawania wektora stanu q w
podprzestrzeni Q' armoq MOZ€ zostaé zastapiony latwiejszym problemem zapewnienia
pozostawania ¢ W Q7 11moq- Cena takiego ulatwienia jest konserwatywne ograniczenie
przestrzeni konfiguracyjnej sterowanego systemu. Do tej kwestii wrocimy jeszcze w dalszej
czesci pracy, a odtad zakladamy, ze (3.86) jest dopuszczalna podprzestrzenia konfigura-
cyjna dla manipulatora (3.81).

Warunek W3: obie skladowe pola g2(612) sa ograniczonymi funkcjami zmiennych 61, 6:
g2 = sinfq, g3 = cos b cos By € [—1,1].

Warunek W4: zmiana warto$ci zmiennych stanu 601,62 € Q% ya/moq implikuje zmiane
orientacji pola g3(012) w R?, poniewaz:

21 8in 01 + 29 cos 07 cos Oy Oo
cosa = = a=aoab2) = 20
1,2

\/ 22+ 22 V/sin? 0y + cos2 0 cos? 0,

%0,




3.2. Manipulator z przekladniami nieholonomicznymi 73

gdzie « = Z(g3(012),2), a z = [21 22)7 € R? jest pewnym polem odniesienia. Zbiory

kierunkéw i orientacji osiagalnych przez pole g5 w przestrzeni R? jako funkcje zmiennej
61 dla dwoéch ustalonych wartosci zmiennej 6o € (=%, 5) zostaly pokazane na rys. 3.49 i

3.50.

x:osﬂ|x:0562

&=

0

g,= sine1 ’ 1 -1

Rys. 3.49: Osiagalne kierunki i orientacje pola Rys. 3.50: Osiagalne kierunki i orientacje pola
wektorowego g3(p) = [sin6: cos @i cosfa]” w wektorowego g3(@) = [sinf: cos 6 cosfa]” w

R? jako funkcje zmiennej orientujacej 6; dla R? jako funkcje zmiennej orientujacej 61 dla

01 € [—m,m| oraz dwdéch ustalonych wartosci
zmiennej 62 = 7/2.5 (grubsze linie) i 62 = 7/8
(wykres z dyskretyzacja A6 = 27 /100).

01 € [—m,m| oraz dwéch ustalonych wartosci
zmiennej 02 = 7/2.5 (grubsze linie) i 6 = 7/8 —
rzut ortogonalny na plaszczyzne gz X gs (wykres

z dyskretyzacja A0 = 27/100).

Z powyzszych rozwazan oraz z analizy modelu (3.81) wynika ponadto, ze zmienne
01,02 € Q, sa zmiennymi orientujacymi, przy czym tylko €1 jest zmienna orientujaca
sterowana bezposrednio. Podobnie jak w przypadku modelu robota jednokotowego, takze
tutaj uy € U, jest sterowaniem orientujacym. Ze wzgledu na to, ze takze 05 € Q,, drugie
sterowanie up € U, jest réwniez sterowaniem orientujacym. Dodatkowo us € U, ze wzgledu
na ostatnie réwnanie w (3.81), w ktérym zmienna 03 ¢ Q,. Zatem w przypadku systemu
YN HMmod zachodzi: U, NU, # () 1 w zwiazku z tym nie mozemy w pelni zdekomponowaé
modelu na podsystem wylaczenie orientujacy i podsystem wytaczenie popychany. Zgod-
nie z rysunkami 3.49 i 3.50 oraz zgodnie z definicja 2.15, pole wektorowe g3(f012) jest w
pelni orientowalne w R2: Vae(—mx Jg

9E€QN B Mmod
jest ono takze w pelni kierowalne w R? (brak kierunkéw osobliwych). Warto zauwazyé, iz

: £(95(q), z) = @. Zgodnie z relacja R4

biezaca warto$é zmiennej 6 determinuje biezaca dlugosé wektoréw g3 (6 2) w R?, co $wiad-
czy o tym, iz przy ustalonym sterowaniu uo efektywno$é procesu popychania w kierunku
sktadowym definiowanym wspolrzedna g3 pola go jest funkcjg zmiennej 5. W granicy dla
2 — £(2d — 1)§ mozliwos¢ realizacji procesu popychania wzdtuz tej sktadowej zanika dla
wszystkich mozliwych wartosci zmiennej orientujacej 61. W szczegdlnym przypadku nato-
miast, gdy 601,02 € D (por. (3.84)), popychanie podsystemu ¢* = g3(q)us w jakimkolwiek
kierunku staje si¢ niemozliwe bez wzgledu na warto$¢ sterowania us.

Ostatecznie warunki konieczne W1-W4 sg dla systemu Y77 g spetnione przy ogranicze-
niu przestrzeni konfiguracyjnej do podprzestrzeni Q' pasmoq 2definiowanej w (3.85), a
takze dla podprzestrzeni Q% 1smoa Z (3.-86). Przynaleznosé sygnaléw systemu (3.81) do
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odpowiednich zbioréw, z punktu widzenia metody VFO, mozna zapisa¢ w postaci zestawu
nastepujacych relacji:

01,00 € Q,,
03 ¢ Qo
Y NHMmod u,ug € Uy, (3.87)
Uo € up,
UO N Up = {UQ}

Model manipulatora nieholonomicznego pozwala na realizacje trajektorii typow T2,
T3 i T4. Nie ma generalnie mozliwosci realizacji trajektorii czysto popychajacej (typ T1)
z tego wzgledu, ze us € U, Awuz € U,. Zatem kazda niezerowa wartos¢ sterowania us
skutkowaé¢ bedzie zaréwno zmiana orientacji pola g3(6;2) jak i popychaniem zmiennej
nieorientujacej 03 (wyjatek stanowi sytuacja, gdzie V;>o 61(7) = £nd = const). W in-
terpretacji geometrycznej i fizykalnej ruch wzdtuz trajektorii czysto orientujacej (T2) im-
plikuje obrét pierwszego ogniwa przy zatrzymanych dwoch pozostatych ogniwach. Tra-
jektoria popychajaco-orientujaca (T3) stanowi ogdlny ruch wszystkich ogniw manipula-
tora. Trajektoria zdegenerowana natomiast (T4) odpowiada pozostawaniu manipulatora
w spoczynku z ustalonymi wartosciami katéw konfiguracyjnych.

Rozwazania zamieszczone w kolejnych trzech podpunktach oparte sa czeSciowo na pra-
cach [MK04, KMPO05]. Dowody twierdzef zamieszczonych ponizej przeprowadzone zostana
na podstawie dowodéw twierdzen 3.1 oraz 3.2. Pomimo, iz znaczne fragmenty rozwazan
dowodowych sa analogiczne do tych z punktu 3.1, zostana one celowo powtoérzone, aby
podkredli¢ wspdlng systematyke dowodowa.

3.2.1 Wykorzystanie metodologii VFO

Przyjmijmy ogélng postaé pola zbieznosci h € R?, poczatkowo bez definiowania poszczegdl-

nych sktadowych:

ha(-)
2 10| 2 lhl(:)] eR3  h'()eRx (3.88)

Do systemu Xy garmoed zastosujemy ogdlna strategie VFO opisang zalezno$ciami (2.10)-

(2.12). Zgodnie z (2.11) szukamy takiego sterowania u1, ktére gwarantuje spelnienie relacji:
82,3. k(7)sin 6 ho(-

lim g5 (012(r) k(r) = h*() “E2 i [ (7) sin 61(7) ] - [ 2( )1 ,

T—00 T—00

k(7) cos 01(7) cos b2(T) hs(+)

gdzie k(7) jest pewna niezerowa funkcja skalarna. Laczac oba powyzsze réwnania w jedno,
zalezne od zmiennej orientujacej 01, otrzymujemy konkretna postaé relacji (2.11) dla mod-
elu manipulatora (3.81):

up: lim 01(7) = Atan2 (sgn(k)ha(-) cos O2(T), sgn(k)hs(-)) , (3.89)

T—00

gdzie granica po prawej stronie (3.89) okresla tzw. warunek orientowania dla modelu
(3.81). Podobnie jak dla robota jednokotowego, wykorzystanie sgn(k) w powyzszej relacji
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pozwoli na odpowiednie ksztaltowanie standéw przejsciowych sterowanego systemu. Warto
zwrécié uwage, ze w tym przypadku warunek orientowania (3.89) naklada ograniczenia na
ewolucje tylko jednej zmiennej orientujacej #; pomimo, ze réwniez 0y € Q,,. Z tego wzgledu,
ze skladowa g3(6; 2) pola g3(61 2) jest funkcja obu zmiennych orientujacych, wptyw zmien-
nej #2 na zmiane orientacji pola g3(#; 2) bedzie traktowany jako pewne zaburzenie, ktore
nalezy kompensowaé¢ w procesie orientowania poprzez spelnienie warunku (3.89).

Z postaci pierwszego réwnania w (3.81) wynika, ze (3.89) nie moze by¢ spelnione
natychmiastowo ze wzgledu na catkowa zaleznos¢ zmiennej orientujacej 1 od sterowa-
nia orientujacego: 61(7) = 01(0) + [ ui(§)d§. Wprowadzamy zatem pomocniczq zmienng
orientacji:

014(T) 2 Atan2c (sgn(k)ha(-) cos Oa2(T), sgn(k)hs(-)) € R, (3.90)

gdzie Atan2c (-, ) oznacza ciagla wersje czteroéwiartkowej funkcji Atan2 (-, -). Pomocniczej
zmiennej orientacji odpowiada pomocniczy blgd orientacyi:

e1a(7) 2 01a(7) — 01(7),  era(r) €R. (3.91)

Spelnienie (3.89) wymaga teraz znalezienia takiego sterowania wuq, aby zapewnié¢ asymp-
totyczna zbieznosé bledu ey, (7) do zera. Biorac pod uwage pierwsze réwnanie w modelu
(3.81) oraz definicje (3.91) proponuje sie nastepujaca postaé¢ sterowania orientujacego:

w2 kre1o(7) + 61a(7), (3.92)

gdzie k1 > 0 jest wspdlczynnikiem projektowym, a sygnal sprzezenia wyprzedzajacego
01,(7) ma nastepujaca postaé¢ ogdlna:

h2h3 — hghg) COS 02 — éQthg sin 92

. (3.90) (
0 a - ’
1a(7) h3 + hZ cos? 0y

dla  hZ 4 h3cos?0y #0.  (3.93)

Zgodnie z relacja (2.12) ogélnej strategii VFO, przyjmiemy nastepujaca ogdlna postaé
sterowania popychajacego dla systemu Xy g prmod:

uy £ ky(012) | R*| cosa, a2 Z(g5(012),h*), (3.94)

gdzie dla | g5(01.2)] # 0:

1 (3.81) 1
|l g5(612)]l V/sin? 60y + cos? 6 cos? 0,

1>

(3.95)

k2(01 2)
oraz
(2.18) g37 (61,2) R*
| g5(012)|l [| P*||

Zdefiniowany powyzej wspolczynnik skalujacy k2(612) zostal wprowadzony w celu za-

cos « (3.96)

pewnienia zbieznosci sterowania popychajacego us do sterowania referencyjnego wuor w
otoczeniu trajektorii referencyjnej q; 2 [02; 03¢]T . Podstawiajac (3.96) do ogélnej propozy-
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cji (3.94), otrzymujemy uproszczona postacé sterowania popychajacego dobrze okreslonego
dla podprzestrzeni konfiguracyjnych Q7 1 1rmod I N H M mod:

~ g57(01,2) h* (3.81) hosin6y + hgcos 0y cos Oy
‘T 1g3010)>  sin®6; + cos2 6y cos2 6y

(3.97)

Przedstawiong metodologie VFO podsumowuje nastepujaca propozycja.

Propozycja 3.3 (Sterownik VFO dla systemu X xpymeq — Postac¢ ogélna) Ogdlna
postac sterownika VFO dla modelu manipulatora (3.81) gwarantujaca rozwigzanie zadania
Sledzenia oraz zadania stabilizacji w podprzestrzeni konfiguracyjnej (3.86) ma postac:

2 (010 — 61) + O1a,

k2(012) || R*||cosa =

U1

A ho sin 61 + hs cos 81 cos 05

2 sin? 6, + cos2 61 cos2 6y ’
gdzie 014,014, ko (01 2) i cos a zdefiniowane sq odpowiednio za pomocg (3.90), (3.93), (3.95)
i (3.96).

Ponizej, w opraciu o propozycje 3.3, przedstawione zostana ostateczne postaci praw sterowa-
nia VFO zaréwno dla zadania $ledzenia jak i stabilizacji w punkcie. Podstawowa réznica

obu praw sterowania dla wymienionych zadan beda: definicja pola zbieznosci h(-) oraz

sposéb okreslania znaku funkcji k(7) w wyrazeniu (3.90).

3.2.2 Zadanie $ledzenia trajektorii

Rozwazmy model kinematyki (3.81), ktérego ewolucja zostata ograniczona do podprzestrze-
ni konfiguracyjnej (3.86). Dla tego modelu dana jest trajektoria referencyjna q.(7), 7 €
[0,T), gdzie T > 0 jest horyzontem czasowym $ledzenia. Zakladamy, ze g+(7) € Q% 1 1rmod
oraz ze q;(7) nalezy do zbioru trajektorii dopuszczalnych 74p i ustawicznie pobudzajacych
TpE, tzn.(zgodnie z def. 2.23 i 2.24):

R 014(7) A [0u()] a 01:(0) + Jo u1(§)d€
qi(7) = |02(7)| = [ 1:(7_)] = 62:(0) +foT sin 014 (§)uae (§)dE € R37 (3.98)
bu(r)] 030(0) + J§ <05 014(€) cos s (€)uzi (€) e
przy czym
qt(T) : VTG[O,T) U,Qt(T) 7é 0. (399)
Ponadto zakladamy, ze:
w1 (7), Uy (T) € Loo, CL. (3.100)

Predko$¢ referencyjna wzdtuz trajektorii dopuszczalnej q:(7) wynika z postaci modelu
Y NHMmod lub bezposrednio z rézniczkowania (3.98):

Ouu(r) léu(f)] (3.81) ()

0ot (T)
Hgt (T)

1>
1>

qi(7) i) sin 014 (1) gy (T) e R3. (3.101)

cos 014(T) cos Oa¢ (T ) uge(T)
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Przyspieszenie referencyjne wzdtuz trajektorii g¢(7) wynika z rézniczkowania (3.101):

A () (3.101) ie(7)
gi(r) = QQt(T) = 1{125(7') 08 014 () uge (7) +sin Oy (1) i (1) | € R3,  (3.102)
93,5(7') _Clt,Qt (T)Ugt (7') + cos 91,5(7') COS 02t(7-) Tth (T)

gdzie C’lmt(T) = uy¢(7) sin 014(7) cos Ooy(7) + sin 014 (7 )uge(7) sin Oo (1) cos O14(7).

Zgodnie z (3.101), definicje sygnatu referencyjnego dla pierwszego ogniwa manipulatora
01:(7) z (3.98) mozna okresli¢ w nastepujacy réwnowazny sposéb:

014(T) 2 Atan2c (sgn(uzt)égt(T) cos Ot (7), sgn(u2t)93t(7)) € R, (3.103)

gdzie sgn(ug) okresla strategie ruchu wzdtuz trajektorii referencyjnej: ruch do przodu /
ruch do tytu®®. W przypadku trajektorii ustawicznie pobudzajacych (3.98) nalezacych do
podprzestrzeni QN j7 yrmoq MAMY:

3.101 . .
Vrso une(r) 20 22 W0 02,(7) + 02,(r) £0

i definicja (3.103) jest dobrze okreslona dla kazdego 7 > 0.

Uwaga 3.9 Zgodnie z podzialem trajektorii referencyjnych z rozdzialu 2 oraz ze wzgledu
na brak moZliwosci realizacji trajektorii czysto popychajacych dla modelu (3.81), rozpa-
trywane tutaj trajektorie dopuszczalne (3.98) ograniczono do typu TS3.

Uwaga 3.10 Geometryczna interpretacja strategii ewolucji typu ruch do przodu / ruch
do tytu dla manipulatora (3.81) nie jest juz tak intuicyjna, jak w przypadku robota jed-
nokolowego. Jednak utozsamiajgc, w sensie metodologii VFO, zmienne ¢ oraz 61 modeli
(3.1) i (3.81), latwo znaleZé takq interpretacje. Mianowicie, strategia ruchu do tylu oz-
nacza dla manipulatora, ze 01(7) = O1p(7) £ 7 oraz us(7) < 0, gdzie 01p(7) jest ewolucjq
zmiennej orientujgcej 01 w strategii ruchu do przodu.

Zdefiniujmy btad $ledzenia trajektorii referencyjnej jako:
e1(7) 016(1) — 01(7)
A A |ei(T) 3
e(T) = |ea(7)| = e*(r) = qi(17) —q(1) = |Oo(7) — b2(7) | € R”. (3.104)
e3(7)
Okreslimy teraz szczegbdlowo wyrazenia definujace ogdlng postaé sygnaléw sterujacych

u1, uo dla zadania $ledzenia przedstawionych w propozycji 3.3. W tym celu musimy zdefin-
iowaé element sgn(k) wystepujacy w wyrazeniu (3.90) oraz postaé pola zbieznosci h.

207 godnie z (3.99), sygnat us; (7) nie zmienia znaku w calym horyzoncie czasowym sterowania.
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Aby zapewni¢ zgodnosé strategii ruchu robota (ruch do przodu/do tytu) w podprzestrzeni
N HMmod 2 Zadang strategia ruchu wzdluz trajektorii referencyjnej (por. (3.103)), postu-
luje sie spelnienie nastepujacej relacji:

sgn(k(uge(7),-)) 2 sgn(uat) (3.105)

przy czym sgn(ug (7)) = sgn(usgt) nie zmienia sie w calym horyzoncie sterowania 7 > 0 ze
wzgledu na warunek ustawicznego pobudzenia (por. (3.99)).

Pole zbieznosci h zaprojektujemy poprzez analogie do przyktadu robota jednokotowego
(patrz réwnania (3.25) i (3.26)) jako liniowa kombinacje odpowiednich bledéw regulacji i
sygnaléw wyprzedzajacych:

. hi(e1as éla) N kieiq(T) + éla(T)
h(eiq,014,€",4;) = | ha(esg, ta) = | kpea(T) + ta(
h3(es, 03¢) kpes(T) + 034(

7) | € R3, (3.106)
7)

gdzie ki, k, > 0 sa parametrami projektowymi. Z powyzszej definicji wynika, ze:

h*(e*,qf) _ [h2(62792t)‘| A

. S kye*(r)+ 4 (r) € R% 3.107
hg(eg,egt) P ( ) Qt( ) ( )

Z poréwnania (3.92) z (3.106) mamy: u; 2 hy, a skladowa h; okresla sposéb zbieznogci
dla zmiennej orientujacej 6. Znowu poprzez analogie do przykitadu robota jednokolowego,
wprowadzenie propozycji (3.106) pozwala na poczatkowe powiekszenie sie bledu e; w
stanie przej$ciowym, ale dzicki temu zapewnia szybka i naturalng zbieznosé q* = [0, 03]7
w poblize trajektorii referencyjnej q; = [fa; 3¢]7. Dopiero po znalezieniu si¢ systemu w
okolicy qf, pomocniczy kat orientacji 61, bedzie przechodzi¢ w sposéb ciagly w referen-
cyjny kat 01; (przynajmniej w sensie dziedziny S'), a pomocniczy blad orientacji 1, stanie
si¢ bledem $ledzenia e; (w S!). Zapewnienie zatem zbieznoéci eq, do zera (co jest celem
procesu orientowania) powinno w granicy (w otoczeniu punktu q;) skutkowaé zbieznoscia

pozycji katowej pierwszego ogniwa do wartoéci referencyjnej 61; (w St).

STEROWNIK 3 Sterownik VFO (3.92)-(3.97) dla zadania Sledzenia trajektorii zmien-
nych w czasie ma nastepujacq postaé (zakladajac, ze: || h*|| # 0 oraz ¢ € QN armod)”

(3.92)

w = k(01 — 01) + b1, (3.108)
397 (kpea + 6?2t) sin 6y + (kpes + égt) cos 61 cos 0 (3.109)
sin 01 + cos2 0 cos? 6y ’ )
gdzie postaé 01, wynika z (3.90), (3.106) oraz (3.105):
010 2 Atan2c <8gn(U2t)(kp€2 + B) cos B, sgn(usat) (kpes + égt)) eR, (3.110)
postaé éla, na podstawie (3.93), wyraza sie za pomocg wzoru:
H-la _ (h2h3 — h2h3) COS 02 — 92h2h3 Sin 92 (3111)

h3 + h3 cos? 6 ’
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gdzie

3.106 . . . . .
ha (5.100 kp (021 — 02) + Oa4, = ha = ky(02t — 02) + 0o,
(3.106)

hy "= ky(03¢ — 03) + O3, = hs = ky(03¢ — 03) + O3,

a sygnaly referencyjne Oo, 03 oraz oy, O3 wynikajq z (8.101)-(3.102).
)

Twierdzenie 3.4 Dana jest trajektoria referencyjna (3.98)-(3.100) oraz obszar w dziedzinie
bledu Sledzenia: EX s 2 R2 \ {e*(7): e*(r) = —éq;‘(T)}. Zakladajgc, e V>0 q(T) €

/! .
NHMmod 0T0%

3.107 %
Vs R £ 0. (3.112)

ciggle prawo sterowania VFO (3.108)-(5.109) zastosowane do systemu (3.81) gwarantugje
globalng asymptotyczng zbieinosé bledu Sledzenia (3.104) w takim sensie, Ze:

*
v7—>0 e* S gNHM

lim ex(7),e3(r) =0, lim ej(7)=2nd, d=0,£1,%2,...

T—00 T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € &g = R X Expras-

Dowdéd. Rozwazmy ewolucje zmiennej orientujacej 6. Podstawienie (3.108) do (3.81) daje
nastepujace réwnanie:

(éla — 91) + ]C1((91a — 91) =0 = é14+kieq =0,

z ktérego wynika, ze 61 zmierza wyktadniczo do wartoéci pomocniczej zmiennej orientacji
01, dla 7 — oo:

€1a(T) € Loo A lim e1o(7) =0 = lim 01(7) = O14(7). (3.113)

T—00 T—00

Sterowanie orientujace (3.108) gwarantuje zatem spelnienie warunku orientowania (3.89).
Rozwazmy zachowanie si¢ btedu e* € R2. Na podstawie (3.104) i (3.107) mozemy
zapisac:
. . . .4 (3.107
e =q; —q" oraz a; (8107 p _ kpe*.
Podstawiajac prawa strone ostatniego réwnania do réwnania z lewej strony otrzymujemy

po uporzadkowaniu:
e +kye"=r, gdze r 2 hr— g (3.114)

Mozna prosto pokaza¢ (Dodatek B.2), ze prawdziwe sa réwnania:
7l = | ¥ (1 = cos? a), (3.115)
gdzie cos « jest zdefiniowany w (3.96) oraz (Dodatek B.2)

lim (1 —cos®a(6)) = 0. (3.116)

01—014
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Zaproponujmy teraz nastepujaca dodatnio okredlong funkcje klasy Koo:

1
Vie*) = 5e*Te* € Koo (3.117)

Pochodna tej funkcji moze by¢ oszacowana jak nastepuje (dla prostoty przyjeto oznaczenia:
A
v=7(r) = V1-cos’a(fi(r)) €[0,1)):
V _ e*Té* (3-1:14) e*T (—k:pe* + ’I") _

—kp || e*H2 +eTr <

< —hleP+lel =
CL e + el | R7lly =
CLD g eI + e | ke + i1l v <
< =kl P + vk el + vl e i =
= k=l +rlelgl-
Zatem
V< —w(lle @@l L), (3.118)

gdzie funkcja ciagta

Wl e (Il g5 (Dl A7) = kp(L =y (D) e (DII* =y () [le* (D) 117 (DIl (3.119)

jest dodatnio okreslona dla

N () g ()l
| e* ()] > T'(r), (1) = ———. (3.120)
kp(1 = (7))
Z zalozenia (3.100) i postaci modelu (3.81) wynika, ze || g;(7)| € L. Na podstawie
twierdzenia La Salla-Yoshizawy, wszystkie trajektorie e*(7), dla ktérych || e*(7)| > I'(7)
i v(7) < 1 sa ograniczone i spelniaja warunek:
lim W(r)=0 ®12410

T—00

le* (@I 1€ (Ml € Lo A Tim [[€"(7)[| = T(7). (3.121)

Z (3.113) oraz (3.116) wynika, ze lim, .o y(7) = 0, gdzie (1) 2 V1 —cos? a(b,(7)).
Zatem na podstawie (3.120) mamy:

lim I(r) =0 &2

Jim. Jim. le*(T)|=0 = Jim. ea(7),e3(1) = 0. (3.122)
Analogicznie jak w przypadku robota jednokolowego, w okresie przejSciowym moze wy-
stapi¢ chwila 7, w ktérej zachodzi v(7) = 1 powodujac chwilowe wstrzymanie zbieznosci
bledu e* (w interpretacji geometrycznej sytuacja ta odpowiada przejsciu kata a(01(7))
przez wartos¢ £7/2). Jednak punkt w przestrzeni stanu, dla ktérego zjawisko to ma miejsce
nie jest przyciagajacy. Z definicji (3.110), (3.107) oraz (3.103), a takze z wnioskéw (3.122)
i (3.113) wynika, ze:

lim O1a(e2, e3) mod 2w = 614(7) (IL310L 522 iy e14(7) = e1(7) mod 27 )
eg,e3— T—00
(3119) lim e;(r) = 2nd, (3.123)

T—00
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gdzie d = 0,£1,42,.... Skoro || e*(7)]], || g/ (7)]| € Lo, to z (3.107) wynika, ze || h*(7)| €
Lo, a z definicji (3.94) wynika, ze uz(7) € Loo. Mozna pokazaé takze, iz lim, .o ua(7) =
ug (7). Z zalozen (3.112), z wniosku || €*(7)| € Lo oraz z definicji (3.111) i zalozenia
(3.100) wynika: 614(7) € Loo. Eatwo sprawdzié¢ réwniez, ze lim|| g+ -0 010(€*) = 014(7), co z
kolei z wnioskiem (3.113) oraz z definicja (3.108) implikuje: u1(7) € Log oraz lim, oo u1(7) =
u1(T).

g

Uwaga 3.11 Podobnie jak w przypadku robota jednokolowego, takie tutaj udowodniona
zostala jedynie asymptotyczna zbieznos¢ bledu e*, jednak o szybkosci tej zbieznosci moze
Swiadczycé prosta analiza przeprowadzona analogicznie, jak w tresci wwagi 3.5. Podsta-
wowym wnioskiem z tej analizy jest fakt, iz efektywnosé procesu orientowania ma kluczowe
znaczenie dla szybkosci zbieznosci bledu e*, czyli w tym przypadku dla szybkosci zbieinosci
bledow ey oraz es3. Zapewnienie duzej efektywnodci procesu orientowania (wystarczajgco
duza warto$¢ wspdlczynnika ki w (3.108)) przybliza bowiem charakter zbieznosci bledéw
ea, eg do zbieznosci wykladniczej (patrz vwaga 3.5). Cecha ta (charakterystyczna dla metody
VFO) moze zostaé wykorzystana do zagwarantowania spelnienia w stanach przejsciowych
drugiego zalozenia z (3.112). Zaproponujmy zatem nastepujacq tréjetapowq strategie od-
cinkami cigglego sterowania majacg na celu spelnienie tego zalozenia (zakladamy oczywis-
cie, ze trajektoria referencyjna réwniez je spelnia):

E1. przed realizacjg zadania sledzenia, stosujgc odcinkams stale sterowania wy, us, sprowadZ
warto$é zmiennej 0o wystarczajaco daleko od koricow przedzialu (—em/2,em/2) (naj-
korzystniej w otoczenie zera,),

E2. dla T € [0,7y] przyjmij us = 0 i zastosuj sterowanie orientujgce uy wg (3.108)
az do osiggniecia Y(1y) < €y, gdzie 0 < e, < 1 jest pewnym zaloZonym tunelem
bledu nalozenia orientacji g5 na orientacje pola h*; wartosé ky w (3.108) dobierz

wystarczajgco duzq tak, aby minimalizowaé czas®' Ty,

E3. dla 7 € (7y,00) zastosuj pelny requlator VFO (3.108)-(3.109); po realizacji etapu
E2 2bieinosé 05 do 09 bedzie miala charakter niemalze wykladniczy zapewniajgc
spelnienie drugiego zalozenia z (3.112).

Uwaga 3.12 DlaV:>0 g € QX yarmods definicie (3.90) oraz (3.93), a tym samym sterowanie
uy, nie sq okreslone tylko w przypadku, gdy h*(e*(T),-) =0 = e*(T) € Expyar czyli dla:

(3107) 0y (7)

3.107)  O3(F
e2(T) k A 63(F)( 17 _5s(0)
P

kp

Powyzsze warunki mogq potencjalnie byé spetnione tylko w stanach przej$ciowych (w prak-
tyce symulacyjnej sq bardzo rzadkie). W takim przypadku nalezy podaé dodatkowe defnicje
dla sygnatow 014,014, ktére bedg mogly byé wykorzystane w punktach h*(T) = 0 lub w
otoczeniu tych punktow.

21W teoretycznym przypadku, gdzie ograniczenia na sygnaly sterujace nie wystepuja, wartosé ki1 moze
by¢ dowolnie duza lecz ograniczona. Jezeli uwzglednimy praktyczne ograniczenia na sterowania, woéwczas
maksymalna wartosé ki bedzie wynikaé z tych ograniczen.
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Wprowadzmy modyfikacje, ktéra pozwoli na dobre zdefiniowanie sterownika VFO dla
dowolnych h* € R? (lub réwnowaznie w calej dziedzinie btedu e* € R?). Zaproponujmy
nastepujace dodatkowe definicje sygnaléw pomocniczych:

91(1(7') = ela
éla('r) = éla

010(F_), (3.124)
0. (3.125)

> 1>

Modyfikacja sterowania orientujacego (3.108), majaca na celu dobre zdefiniowanie sterowni-
ka VFO w calej dziedzinie bledu e*, wynika teraz z nastepujacej propozycji.

Propozycja 3.4 Dla danej trajektorii referencyjnej (3.98) oraz zakladajgc, ze

Vr20 4(7) € QN HMmod
odcinkami ciggle prawo sterowania VFO (3.108)-(3.109), w ktérym:

(3.110), (3.111) dla || h*(7)|| > €,

(3.124),(3.125) dla || h*(7)|| <e, (3.126)

5 A
91(1(7'), ela('r) = {
gdzie 0 < € < inf; |ug(7)| jest zalozZonym otoczeniem punktu h*(7) = 0, zastosowane do
systemu (3.81) pozwala na zachowanie globalnej asymptotycznej zbieznosci bledow Sledzenia
w sensie zdefiniowanym w twierdzeniu 3.4 dla dowolnego ograniczonego e(0) € £y = R3.

Zatem definicja (3.108) jest nadal aktualna z tym, ze sygnaly 601,, 01, W niej zawarte moga
w dziedzinie czasu mieé charakter nieciagly (sa ciagte w sensie CV). W rezultacie, wlasnosé
ciaglosci sterowania (3.108) zostaje uchylona na rzecz ciaglosci odcinkami. Zbiér punktéw
nieciagtoéci h*(7) = 0 jest potencjalnie osiagalny tylko w stanach przejéciowych i jest
nieprzyciagajacy.

3.2.3 Zadanie stabilizacji w punkcie

Przyjmujac w definicji (3.98) zerowe wartosci referencyjnych sygnaléw wejsciowych uqy =
ug; = 0 otrzymamy zdegenerowana trajektorie typu T4 w postaci statego punktu referen-

cyjnego:

(3.98) 614(0) O1¢ ) \
a = |02(0)| = |02| € Qnrrmod C R”. (3.127)
03:(0) O3t
Zdefiniujmy blad stabilizacji:
e1(7) O1t — 61(7)
e(r) a ea(7) = l;i:ﬂ : q: — q(7) = |0y — O3(7)| € R3. (3.128)

Hgt — 03(7')

Dla stalego punktu referencyjnego (3.127) uogélniona predkosé referencyjna g;(7) z (3.101)

63(T)

jest réwna zeru. Jednak predkoéé ¢;(7) € R? mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:

e, (3.101) sin 014(7) (3.127) sin 014 .
i = 0= 0 -0, (3.129
4 (7) lcos 01:(7) cos 9215(7')1 uzi(7) lcos 014 cos O 921(011.20) - 0, ( )
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gdzie ug (1) = 0, ale g5,(011,2t) # 0 V01121 € QQI\,HMmOd. Oznacza to, ze pole g3, (01;2:) € R?
nie degeneruje sie w punkcie referencyjnym (3.127) i w rzeczywistosci definiuje referencyjna
orientacje (oraz kierunek) pola w punkcie g = [f2; 03] € R?. Wlasnoéé te wykorzystamy
do konstrukeji pola zbieznoéci h* dla przypadku stabilizacji w punkcie poprzez analogie

do definicji (3.107).

Wprowadzmy tzw. wirtualng predko$¢ referencyjng postaci:

- A 92 ¢(7)] A * * * sin 0
du(r) = | = 0(e"(7)) g3t (011,20) = 6(€”(7))

931}2&(7—)
gdzie 0(e*(7)) jest funkcja ciagla taka, ze 6(e* = 0) = 0. Z poréwnania (3.130) i (3.101)
wynika, iz wirtualna predkosé referencyjna ¢, (7) rézni sie od rzeczywistej predkosci

] e R?, (3.130)

cos 614 cos 0o

referencyjnej ¢;(7) tym, ze zamiast zerowego (w tym przypadku) sterowania referen-
cyjnego ug; = 0 wykorzystuje pewna funkcje 6(e* (7)), ktéra zmierza do zera w granicy dla
e*(1) — 0. Wprowadzenie funkcji §(e*(7)) pozwala na odpowiednie ksztaltowanie stanéw
przejsciowych systemu sterowanego i zbieznos¢ zmiennej #1 do wartoéci referencyjnej 61¢.
Proponuje si¢ nastepujaca definicje (dla g € Q;/VHMmOd):

Ser(r)) & K]y ey G129 —nsgn(h) le ()],

= = 0<n<ky,
| g5 (01¢,2¢) || V/sin? 01, + cos2 0y cos? Oy P

(3.131)
gdzie n jest dodatkowym wpoélezynnikiem projektowym, a k = k(7) jest funkcja skalarna
wystepujaca w relacjach (2.11) oraz (3.89). Ze wzgledu na to, ze dla referencyjnej tra-
jektorii zdegenerowanej ug; = 0, zmodyfikujemy postulat (3.105) na rzecz nastepujacego
zalozenia:

sgn(k(e*(7),-)) = sgn(eso), (3.132)

gdzie ey = e3(0) stanowi poczatkowa wartosé bledu stabilizacji es(r). Podobie jak w
przypadku zadania $ledzenia trajektorii ustawicznie pobudzajacych, znak funkcji k(7)
bedzie determinowal strategie ewolucji systemu (ruch do przodu/do tylu) w stanach przej-
$ciowych, lecz tym razem wybor strategii zalezy od poczatkowej pozycji trzeciego ogniwa
manipulatora wzgledem pozycji referencyjne;j.

Podstawiajac teraz (3.131) do (3.130) z uwzglednieniem (3.132) otrzymujemy intere-

sujaca nas postaé¢ wirtualnej predkosci referencyjne;j:

. A [Oou(T)] & msgn(eso) * sin ¢ 2
= . = J e € R~ 3.133
() [93%(7)] | g5 (012,20 le(m)ll cos 01 cos By ( )

Wirtualne przyspieszenie referencyjne wynika bezposrednio z rézniczkowania (3.133):

- A égvt(T) nsgn(eso) e*T(T)é* (1) sin 014 9
* =2 | = —— c R~. 3.134
Gun(7) lemm] 195, @) e (P |cos bus cos bar (3.134)

W tym momencie mozemy zaproponowaé posta¢ pola h*. Przyjmijmy nastepujaca
definicje:

kpea (1) + 9:2vt(7 )
kpes(T) + O304 (T)

k1 k * 3.88 h 6*, 5 * - %
h*(e*,gs) O [ 2( g%)] 2 et (7) + diy(r) = [

eR?, (3.135
hs(e*, g3;) ] ( )
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gdzie k, > 0 jest parametrem projektowym. Podstawiajac (3.133) do definicji (3.135)
otrzymamy postaé¢ pola h* € R? dla zadania stabilizacji w punkcie:

_ _nsgn(eso) * i
R (" g3) = £202(7) = g, G 1€ (7)1 50010 (3.136)
’ hpes(7) — TRk | e (7)]] cos B cos O

- a5 @ra)
Pelna postaé¢ pola zbieznosci dla zadania stabilizacji jest nastgpujaca (por. (3.106)):
[kre1a(7) + O1a(T)

S s A
h(eia,014,€",4y) = Epea(
| kpes(

. 3.133
+92vt(7') ( = )

+ é?wt (T)

klela (T) + éla (T)

2| k) - i e @lsnoe | epe

_ _nsgn(€30) || o*
kpes(T) 5, Ore.20)] Il €*(7)|| cos B1¢ cos Oay

7)
7)

Od tej chwili strategia VFO z podrozdziatlow 3.2.1 oraz 3.2.2 pozostaje niezmieniona.
Jedymi réznicami miedzy sterownikami VFO dla zadania $ledzenia i zadania stabilizacji
sa inne definicje znaku funkcji k(7) i postaé pola h* (por. (3.132),(3.135) z (3.105),(3.107)).

STEROWNIK 4 Uwzgledniajgc definicje (3.1536), postaé sterownika VFO (3.92)-(3.97)
dla zadania stabilizacji w punkcie jest nastepujgca (zakladajgc, zZe: ||h*|| # 0 oraz q €

IJQTHMmod)"
ur 2 k(O — 61) + b1, (3.137)
3.97)  (kpea + égvt) sin 6y + (kpes + égvt) cos 01 cos 0 (3.138)
sin2 61 + cos2 61 cos? 6 ’ )
gdzie postaé zmiennej 01, wynika z (3.90), (3.136) oraz (3.132):
b0 2 Atan2c (sgn(ego)(k:peg + Baut) cos B, sgn(ezo ) (kpes + égvt)) €R, (3.139)
postac éla, na podstawie (3.93) oraz (3.135), wyraza sie za pomocg wzoru:
. (ilghg - hghg) COS 92 — éghghg sin 92
f10 = : 3.140
! h3 + h3 cos? 6 ( )
w ktorym
3.135 . . S
hao 3139 kp(62t — 02) + Oayt, = ho = —kpla + 02,
3.135 . . L
By OZ (B3 — 03) + 5. = By = b+ O,

a wirtualne sygnaly referencyine oy, O30 070z Ot Ot wynikajg z (3.183)-(3.134).
' 3

Twierdzenie 3.5 Dany jest staly punkt referencyjny (3.127) oraz obszar w dziedzinie
bledu stabilizacji E 2 R2 \ {0}. Zaktadajac, ze V>0 q(T) € QN Harmod OTOZ:

VO<T<00 e*(T) S 5*, (3.141)
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prawo sterowania VFO (3.187)-(3.138) zastosowane do systemu (3.81) globalnie asymp-
totycznie prawie stabilizuje blad (3.128) w zbiorze Ey w takim sensie, Ze:

lim ey(7),ea(7),e3(r) =0

T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € &y = R x £*.

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.4 rozwazmy zachowanie zmiennej
orientujacej #; i pomocniczego bledu orientacji e1,. Podstawienie (3.137) do (3.81) daje
réwnanie

(éla — 91) + ]C1((91a — 91) =0 = é14+kieq =0,

z ktorego wynika, ze btad ej, zmierza wyktadniczo do zera dla 7 — oc:

€1a(7) € Lo A Jim. e1a(7) =0 = lim 61(7) = 014(7). (3.142)

T—00

Sterowanie orientujace (3.137) gwarantuje zatem spelnienie warunku orientowania (3.89).
Rozwazmy zachowanie bledu e*. Na podstawie (3.128) mozemy zapisac:

e = —g*. (3.143)

Dodajac i odejmujac z prawej strony powyzszego réwnania pole h* z definicji (3.135)
mozemy zapisac:
e =—q"+h"— ke —q,,

co po uporzadkowaniu daje nastepujace rownanie rézniczkowe:
& +kpe* =r—qf,, gdzde r2h*—g". (3.144)

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.4 skorzystamy z nastepujacych relacji (Do-
datek B.2):
I7[* = [ R*|* (1 = cos® a), (3.145)

gdzie cos « jest zdefiniowany w (3.96) oraz

lim (1 — cos®a(f;)) = 0. (3.146)

61—014

Zaproponujmy teraz dodatnio okreslona funkcje klasy Koo:

1
Vier) 2 gele € Ku, (3.147)

ktéorej pochodna mozna oszacowaé nastepujaco (dla prostoty zapisu przyjmijmy:
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(1) 2 V1 —cos?a(b,(r)) €[0,1]):

V _ e*Té* (3-34) e*T [—k:pe* - qzt] _
G130 |

—kpe* + 1 —d(e")gy] =

= ke +eTr—d(e)eT gy <

* (12 * *
< kplle T+l el + |oe™)] ] e[ | g2l =
(3.145) * 12 * * * * *
=" —kplle[|"+ e R v+|6e™)] | e[| || g2l =
(3~£35) k *112 * Lk e* -k 5le* * <
=" —kplle’[|”+ [l 7| | kpe™ + a@iell v+ [6(e™)] [ €7 [| g2cll <
* (12 * 12 * -k * * *
< ke Tk e+ el T auell v+ [6(e™)] T e[| ]| g2l =
(3.130) *n2 112 *
=" —kyll € ” +ky I €7 + I e¥[[[0(e™) | [ g2l v + [6(e™)] | e[| ]| g2cll =
(3.531)

—kp | €¥1I* + vk | €17 0y | €¥|* +nl e =
= kA=) =@+l e) = —¢(vm) e

Powyzsza pochodna jest okreslona ujemnie, gdy ¢(y(7)) jest okreslone dodatnio, co pozwala
zapisa¢ warunek asymptotycznej zbieznosci bledu e*:

() >0 = (1)< (3.148)

= eI IEMI €L A lim € @) =0
(3.149)
Dodatkowo dla 7 > 7., zbieznoi¢ || e*(7)|| do zera ma charakter wykladniczy, poniewaz:

Vrsr, {V(r) < 20V(r) = V(r) <Voexp(~2(r) = [[€°(r)] < [[€°(0)] exp(~2¢7)}

Pokazemy teraz, ze takze blad stabilizacji pierwszego ogniwa manipulatora e; zmierza
do zera. W tym celu przeanalizujemy zachowanie zmiennej #; w przypadku, gdy wektor
q* zbiega w otoczenie punktu q; = [0 03]7, czyli w granicy dla es,e3 — 0.

Mozna pomocniczo wykazaé, ze prawdziwe sa nastepujace relacje (Dodatek B.2):

i 92(01) = ha, (3.143) . é2(01) = —ha,
| . ]
9151911“ { 05(01) = hs. - 9121(31(1 é3(601) = —ha.

Z modelu (3.81) wynika takze, iz tangens kata pierwszego ogniwa manipulatora okreslony

(3.150)

jest nastepujacym ilorazem: tan 6y = 6 cos 6 / 05. Korzystajac z zaleznoéci (3.150) oraz z
ogblnej postaci pola (3.135) mozemy zapisa¢ co nastepuje:

fepeo — 1297U€30) || %l 5in ¢
. (3.150) hg cos Oy (3.135) P27 g e’ 1

lim tan6, == = wglesn) costy =
01—01a hs kpes — LU0 || e* || cos 014 cos Oy

[195: ]

V”Z—Q*H + sin 01
cos 05,

= lim tan#; =
01—014 l/ﬁ + cos 01 cos Oy



3.2. Manipulator z przekladniami nieholonomicznymi 87

o kel . S NN
gdzie v = —nsgn(ego). W otoczeniu punktu q; = [0 03], czyli w granicy dla lime, ¢,
powyzsza relacja przyjmuje postac:
. sin 014 )
lim tanfy = ———————cosfy = lim tan 67 = tan 6y;.
01—01q,€2,e3—0 CcOS 91,5 cos th 01—014,€2,e3—0

Uzyskany wynik nie gwarantuje jeszcze, ze 61 — 61, bowiem powyzsza relacja jest stuszna
takze, gdy 61 = 01y £ m. Aby udowodnié¢ zbiezno$¢ zmiennej 6, do wartosci referencyjnej
01+, wystarczy dodatkowo pokazaé, ze w granicy dla 81 — 601,, e2,e3 — 0 spelniona jest
nieréwnoéé g37 g5, > 0. Spelnienie nieréwnoéci wykazano w dodatku B.2. Ostatecznie
zatem wnioskujemy, iz w otoczeniu punktu q; = [0 03] kat pierwszego ogniwa ma-
nipulatora 6;(7) asymptotycznie zmierza do wartoéci referencyjnej #1;. Tym samym blad
stabilizacji e1(7) asymptotycznie zmierza do zera:

lim e;(7) =0. (3.151)

T—00

Z (3.136) i (3.149) wynika, ze: | h*(7)|| € Loo oraz lim,_. || h*(7)|| = 0. Zatem z (3.138)
(lub z (3.94)) wynika, Ze: ua(7) € Loo oraz limj e« _ouz(e*(7)) = 0. Z zalozenia, ze
Vr>04(7) € QN rnimoa Oraz z (3.141), a takze z wniosku, ze || €*(7)|| € Lo wynika, iz
Ve2001a(e*(T)) € Loo. Uwzglednienie teraz wnioskéw (3.142) i (3.151) wraz z definicja
(3.137) implikuje: uq(7) € Leoo-

U

Uwaga 3.13 Zakladajgc, ze V>0 q(T) € QN yrarmods definicie (3.189) oraz (8.140) nie sq
okreslone jedynie w punkcie e* = 0 (czyli dla ea,e3 = 0). Spelnienie zalozenia || e*(0)| # 0
oraz warunku zbieznosci z (3.149) gwarantuje, iz punkt e* = 0 nie zostanie osiggniety
w skonczonym czasie. W takim przypadku nie ma potrzeby wprowadzania dodatkowych
definicji sygnaléw 014,61, w tym punkcie. Zalozenie ||e*(0)|| # 0 nie powoduje utraty
ogolnosci rozwazan, gdyz zawsze istnieje pewne sterowanie w torze otwartym, np. up =
0,uz = const, ktére wyprowadza system (3.81) w skoriczonym czasie z punktu®? e* = 0.
Spelnienie warunku zbieznosci z (3.149) wynika z kolei z efektywnosci procesu orientowania
pola g5. Zatem aby zagwarantowaé wyktadniczy charakter ewolucji bledu e*, zaproponujmy
nastepujoce dwuetapowq strategie sterowania:

E1. dla T €0, 7] przyjmij us = 0 i zastosuj sterowanie orientujgce wy wg (3.137) az do
kp—n .
ki+n’

ostggniecia przez vy wartosci mniejszej od
e*(0),

w tym etapie zachodzi: V <., €*(7) =

E2. dla T € (1,,00) zastosuj pelny stabilizator VFO (3.187)-(3.138); w tym etapie za-
chodzi: Vs, || e*(7)]] < || €*(0)] exp(—2(T).

Stabilizator VFO, ktory nie wymaga dodatkowych definicji sygnatow 014, 01, w punkcie sta-
bilizacji e* = 0 i nie jest w tym punkcie zdefiniowany nalezy do klasy prawie stabilizatoréw
(patrz uwaga 3.7).

22Caly czas zaktadamy, ze V.>0 q(7) € QX 1 armod-
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Wprowadzimy teraz modyfikacje, ktéra pozwoli na dobre zdefiniowanie stabilizatora
VFO w calej dziedzinie bledu e* € R?. W tym celu zaproponujmy nastepujace dodatkowe
definicje sygnalow 014, 014:

11>

014(T)
014(7)

Modyfikacja stabilizatora (3.137)-(3.138) wynika teraz z nastepujacego twierdzenia.

01, (3.152)

- 61(1
— 6, 2 6,%Z (3.153)

A

Twierdzenie 3.6 Dany jest staly punkt referencyjny (3.127). Przy zalozeniu, zeV >0 q(T) €
N HMmods 0dcinkami ciggle prawo sterowania VFO (8.137)-(3.138), w ktorym:

(3.139), (3.140), (3.138) dla || e*(7)| > ¢,
(3.152),(3.153), 0  dia |e*(r)| <«

A

014(7), O1a(7), ua (1) = { (3.154)

gdzie € = 0 jest zaloZonym otoczeniem punktu e* = 0, zastosowane do systemu (3.81)
zapewnia globalng stabilizacje bledu (3.128) w takim sensie, Ze:

lim [[e*(7)]| <€ e(r)=0 = lim [e(r)| <e
T—00

T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € & = R3. Dla ¢ = 0 stabilizacja ma charakter asymp-
totyczny, o dla € > 0 — praktyczny.

Dowéd. Przyjmujac € = 0 wszystkie wnioski z twierdzenia 3.5 pozostaja w mocy z tym,
ze dodatkowo dla || e*|| = 0 otrzymujemy:

(3.154) (3.154) (3.137)

91 9115, éla =0 = ul(T) = k:l(ﬂlt — 91(7’))
Po podstawieniu powyzszej zaleznosci do (3.81) mamy:

91 + k101 = k101; = lim 91(7’) = 014 = lim 61(7’) =0.

T—00 T—00

Dla € > 0 rozwazymy dwa przypadki: || e*(0)|| > € oraz || e*(0)|| < e. Gdy || e*(0)| > e,
wéwcezas korzystajac z twierdzenia 3.5 mozemy zapisac:

37'€<oo : H 6*(T€)H =€ = V7—>7—6 UQ(T) =0, Ul(T) = kl(elt — 61(7‘)),
zatem z modelu (3.81) oraz definicji (3.127) bezposrednio wynika, ze
Voo '@l =¢ A lime(r)=0 = lm [e(r)] =c

Z kolei, gdy || e*(0)]| < € woéwczas 7. = 0 oraz:
V7->0 UQ(T) = 0, Ul(T) = kl(elt — 61(7‘))
i podobnie jak w poprzednim przypadku mozemy stwierdzi¢ co nastepuje:

" . _ :
Voso le*(T)]| <e A Jim ei(r)=0 = Th_)n;OH e(7)|| <e.

O
Postaé sterowania orientujacego (3.137) pomimo modyfikacji (3.154) jest nadal aktualna

z ta jedynie réznica, ze sygnaly 61,4, 01, W niej zawarte sa ciagte jedynie w sensie C.
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3.2.4 Wyniki badan symulacyjnych

Efektywnoéé¢ dziatania sterownika VFO zilustrowano wynikami symulacji numerycznych.
Wszystkie obliczenia przeprowadzono dla zmiennego kroku catkowania metoda ODE45
(Dormand-Prince) w horyzoncie czasowym 7 € [0,T], T = 5[s]. Podczas symulacji, syg-
naly predkosci s, f5 sterowanego systemu wystepujace w definicjach (3.111) oraz (3.140)
byly obliczane zgodnie z réwnaniem (3.81).

I. Sledzenie trajektorii. Zadanie §ledzenia trajektorii referencyjnej typu T3 generowa-
nej w oparciu o réwnanie (3.98) zrealizowano za pomoca ciaglego sterownika (3.108)-
(3.109) przy zalozeniach (3.112). Wybrano nastepujace sterowania referencyjne i warunki

poczatkowe:
2.5 0.6
ut| A [sin0.57 4+ 0.3 A A
up = [ult] = l 03 , q(0)=10 |, q(0)=|-0.7],
2 ' 0.5 —2

gdzie uyy 1 ug wyrazone sa w [rad/s], a q:(0),q(0) w [rad]. Zgodnie z interpretacja geome-
tryczng, zdefiniowana trajektoria referencyjna jest trajektoriag popychajaco-orientujaca.
Przyjeto nastepujace wartosci wspdtczynnikéw sterownika: ky, = 5, k1 = 10. Czasowe prze-
biegi najwazniejszych sygnaléw przedstawiaja rys. 3.51-3.55. Sciezka referencyjna koncéwki
roboczej oraz wynikowa Sciezka koncowki sterowanego manipulatora pokazane zostaly na
rys. 3.56, gdzie zaznaczono réwniez poczatkowa g(0), koncowa q(T') i kilka posrednich
konfiguracji ramienia robota (konfiguracje posrednie wykreslono z odstepem czasowym co

0.5[s]).

I1. Stabilizacja w punkcie. Zadanie stabilizacji w punkcie lub inaczej zadanie $ledzenia
referencyjnej trajektorii (3.98) zdegenerowanej do stalego punktu referencyjnego (typ tra-
jektorii T4) zrealizowano wykorzystujac prawie stabilizator (3.137)-(3.138). Aby pokazaé
uniwersalno$é¢ sterownika (3.137)-(3.138), symulacje przeprowadzono dla dwéch réznych
stalych punktéw referencyjnych: zerowego i niezerowego. W pierwszym przypadku wybrano
nastepujace sterowania referencyjne i warunki poczatkowe:

. 0 ~0.8

u A A A

Uy = [ult‘| - [0‘| ) Qt(O) =qt = 0 ) q(O) = 1.2 )
2 0 0.5

gdzie q¢(0),q(0) wyrazone sa w [rad]. Zgodnie z interpretacja geometryczna, zdegene-
rowana trajektoria referencyjna T4 odpowiada stalej konfiguracji manipulatora z wypro-
stowanymi wszystkimi ogniwami umieszczonymi prostoliniowo wzdluz osi x globalnego
uktadu wspélrzednych. Podczas symulacji przyjeto nastepujace wartosci wspoétczynnikéw
sterownika: k, = 5, k; = 10 oraz n = 3. Czasowe przebiegi najwazniejszych sygnaléw
przedstawiaja rys. 3.57-3.61. Wynikowa $ciezka koncéwki sterowanego manipulatora poka-
zana zostala na rys. 3.62, gdzie zaznaczono réwniez poczatkowa g(0), koncowa q(T') i kilka
posrednich konfiguracji ramienia robota (konfiguracje posrednie wykreslono z odstepem

czasowym co 0.25[s]).
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Kolejny zestaw wynikéw symulacyjnych dotyczy zadania stabilizacji z zadanym nieze-
rowym punktem referencyjnym g;. W tym przypadku wybrano:

0 0.52 —0.8
U] A A A
e [ M] - l 1 ’ q:(0)=q. = |-04], qg0)=112 1|,
U2t 0
0.5 0.5

gdzie g;(0),g(0) wyrazone sa w [rad]. Podczas symulacji przyjeto nastepujace wartosci
wspOlczynnikéw sterownika: k, = 5,k1 = 10,1 = 3. Czasowe przebiegi najwazniejszych
sygnaléw przedstawiono na rys. 3.63-3.67, a wynikowsg $ciezke robota w przestrzeni zada-
nia na rys. 3.68.

Wplyw warto$ci poszczegdlnych parametréw projektowych kj, ki oraz 7 na jakosé
stanéw przejsciowych dla zadania stabilizacji, przedstawiaja dodatkowo rys. 3.69-3.71.

3.2.5 Podsumowanie

Powyzej przedstawiono zastosowanie metody orientowania pél wektorowych dla modelu
manipulatora z przekladniami nieholonomicznymi i trzema ogniwami. Zaproponowane
postaci sterownikow VFO gwarantuja globalne rozwigzanie dwoch zadan sterowania: asym-
ptotyczne §ledzenie dopuszczalnych trajektorii zmiennych w czasie oraz asymptotyczna (a
takze praktyczna) stabilizacje w punkcie. Podobnie jak w przypadku robota jednokolowego,
zaproponowano dwa rodzaje praw sterowania dla kazdego z zadan: ciagle sterowniki VFO
wylaczajace jednak pewne punkty z dziedziny bledu e oraz odcinkami ciagle sterowniki
VFO dobrze okreslone w catej dziedzinie bledu regulacji e. Struktury przedstawionych
ciagtych sterownikéw VFO dedykowanych do zadania Sledzenia i zadania stabilizacji sa
jednakowe. Jedyna réznica miedzy nimi wynika z postaci pola wektorowego zbieznosci h
i sposobu okreslania znaku funkcji k(7). Uzyskane wyniki symulacyjne pokazuja efekty-
wno$¢ dziatania przedstawionych algorytméw VFO. Poprzez analogie wynikajace z inter-
pretacji geometrycznej, otrzymane rezultaty moga zosta¢ poréwnane z wynikami uzyskany-
mi dla kanonicznego przyktadu robota jednokolowego. Dzigki takim analogiom, wplyw
wartodci parametréw projektowych na jakosé stanéw przejsciowych w ukladzie sterowania
manipulatorem staje sie zrozumialy i wrecz intuicyjny, co ma duze znaczenie praktyczne.
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2 25 3 35 4 45 5
7 [s]
Rys. 3.51: Sngarmoa: trajektoria T3 — btedy éledzenia: e; (=), e2 (--), e3 (--).
1L ]
05 i
3
3 0 7
o
—05- -
-1 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
T[s]
Rys. 3.52: SnHMmoa: trajektoria T3 — efektywnosé orientowania pola g3 jako przebieg cosa, gdzie
a=Z(gs, hY).
3
25 e
5 i
el 1.5 8
a)g Un B
05+ i
ol
_05 | | | | | | | | |
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
T[s]
Rys. 3.53: Y NHMmod: trajektoria T3 — pomocniczy btad orientacji e1q.
30
@ i
e}
g i
= ]
s T T T T T T T T e - - - - - —-—-—-————— =
| | | | | |
2 25 3 35 4 45 5
T[s]

Rys. 3.54: Y nuarmoa: trajektoria T3 — sygnaly sterujace: u1 (-), ua (- -).
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le,. le. le| [rad]

-15 I I I I I I I I I

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
t[s]

Rys. 3.55: Snmmmoa: trajektoria T3 — bezwzgledne wartosci btedéw dledzenia: |e1| (-), |e2| (- -), |es]
(-.-) w skali logarytmiczne;j.

x [m]
Rys. 3.56: S nmmmoa: trajektoria T3 — $ciezka kreslona przez koncéwke robota
i éciezka referencyjna (linia ciagla) koncéwki w przestrzeni zadania (zaznaczono
poczatkowa g(0) i konicowa ¢(7T') konfiguracje sterowanego manipulatora oraz kilka

konfiguracji stanu przejsciowego — kreslone co 0.5[s]; przyjeto jednostkowe dlugosci
ogniw manipulatora).



3.2. Manipulator z przekladniami nieholonomicznymi 93

e, e, e, [rad]

| | | | | |
2 25 3 3.5 4 45 5
T[s]

Rys. 3.57: S nHMmoa: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — btedy stabilizacji: e1 (-), ez (- -),
€3 (—.—).
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Cos o
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|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
T[s]

Rys. 3.58: Snuarmoad: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — efektywnoéé orientowania pola g3
jako przebieg cos «, gdzie a = Z(g5,h").
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[rad]
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Rys. 3.59: Y n#armoa: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — pomocniczy blad orientacji e1q.

ug, u, [rad/s]
S
T

o
[ ———

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
t[s]

Rys. 3.60: L n#armoa: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — sygnaly sterujace: u1 (-), uz (- -).
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le,. ley. le| [rad]

-15 I I I I I I I I

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
T[s]

Rys. 3.61: Snmamod: trajektoria T4 (zerowy punkt referencyjny) — bezwzgledne wartosci btedéw sta-
bilizacji: |e1| (-), |e2| (- -), |es| (-.-) w skali logarytmicznej.

3.5

1.5

y [m]

0.5

1.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
~1 0 1 2 3

x [m]

Rys. 3.62: X nuarmod: trajektoria T4 (punkt referencyjny gy 2 0) — $ciezka kreslona
przez konicowke robota w przestrzeni zadania w stanie przejéciowym (zaznaczono
poczatkowa g(0) i konicowa ¢(T') konfiguracje sterowanego manipulatora oraz kilka
konfiguracji stanu przejsciowego — kreslone co 0.25[s]; przyjeto jednostkowe dlugosci
ogniw manipulatora).
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Rys. 3.63: Snmarmoa: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — btedy stabilizacji: e1 (-), e2

(--)s es ().
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Ccos o
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|
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Rys. 3.64: S nmmmoa: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — efektywnosé orientowania
pola g5 jako przebieg cos «, gdzie o = Z(g5,h").
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Rys. 3.65: SN Mmod: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — pomocniczy btad orientacji
€lq-

u,, u, [rad/s]

25 3 35 4 45 5
T[s]

Rys. 3.66: Sxmarmoa: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — sygnaly sterujace: ui (), us

)
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le,l. le,l. ley| [rad]

-15[ i i i i i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
T[s]

Rys. 3.67: SN HMmoa: trajektoria T4 (punkt referencyjny rézny od zera) — bezwzgledne wartosci btedow
stabilizacji: |e1| (), |ez2| (- -), |es| (-.-) w skali logarytmicznej.

1.5

T

0.5

-0.5

T

y [m]

J

05 1 15 2 25 3 35
x [m]
A

Rys. 3.68: S n#armod: trajektoria T4 (punkt referencyjny q: = [0.52 — 0.4 0.5]7) —
$ciezka kreslona przez koncéwke robota w przestrzeni zadania w stanie przejéciowym
(zaznaczono poczatkowa g(0) i koficowa g(T") konfiguracje sterowanego manipulatora
oraz kilka konfiguracji stanu przejSciowego — kreslone co 0.5[s]; przyjeto jednostkowe
dtugosci ogniw manipulatora).

-3 L
21 0.
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3.69: YNHMmoa: wWplyw wartodci

wspoétczynnika k, na jakos¢ proceséw przej-
$ciowych dla zadania stabilizacji (przyjeto: k1 =
10,7 ="5,q: 2 0,q(0) 2 [-0.8 1.2 0.5]).
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Rys. 3.7l Syuumes: wplyw wartosci

wspolczynnika ki1 na jako$é proceséw przej-

Sciowych dla zadania stabilizacji (przyjeto: kp =
5,n=3,q =0,q0)2[-08 1.2 0.5]7).
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Rys. 3.70:  YNHMmod: Wplyw wartodci

wspélczynnika 7 na jako$¢ proceséow przej-
$ciowych dla zadania stabilizacji (przyjeto: kp =
10, k1 = 10, g+ 2 0,¢(0) 2 [-0.8 1.2 0.5]7).



3.3. System lancuchowy 98

3.3 System tancuchowy

Istotnym i interesujacym, tak z teoretycznego jak i praktycznego punktu widzenia, ukta-
dem nieholonomicznym jest system tancuchowy. Jest to w zasadzie model abstrakcyjnego
systemu, dla ktérego trudno znalezé konkretng interpretacje fizyczna??. Jego popularnoéé
oraz duze znaczenie wynika z faktu, iz wiele modeli systeméw wystepujacych w praktyce
mozna — przynajmniej lokalnie — transformowaé do takiej wlasnie postaci modelu tancu-
chowego za pomoca przeksztalcenia dyfeomorficznego. W konsekwencji, wszystkie algo-
rytmy sterowania stosowalne do systemu tancuchowego beda mialy réwniez zastosowanie
do systeméw oryginalnych (w dziedzinie definiowanej poprzez wybrane przeksztalcenie).
Zatem rozwazanie modeli lancuchowych z punktu widzenia sterowania stanowi prébe
unifikacji podejscia do problemu sterowania dla calej klasy systeméw nieholonomicznych.

W tej pracy uwaga zostanie skupiona na abstrakcyjnym tréjwymiarowym systemie
tancuchowym postaci:

i 0 1
SNHCS | io| 21w+ | 0| us, (3.155)
ig 0 )

gdzie x 2 [z1 22 23]T € Q C R3 jest wektorem stanu, a ui,us € U C R oznaczaja sygnaly
wejsSciowe. Aby zachowaé¢ spdjnoéé rozwazan i analizy powyzszego systemu z dotychcza-
sowymi przykladami, wprowadzimy pewna modyfikacje réwnan (3.155) polegajaca jedynie
na zamianie kolejnosdci wspolrzednych w wektorze stanu. Zdefiniujmy nowe zmienne stanu:
Y1 = T, Y2 = T1 oraz ys a x3. W nowych wspoétrzednych system lancuchowy przyjmuje
nastepujaca postac:

(0 1 0
Tl a

YNHCSmod Yo| = [0 ur + | 1| ug, (3.156)
Ys 0 Y1

gdzie teraz q 2 [y1 y2 y3]T € @ C R? jest nowym wektorem stanu, a ui,us € U C R
oznaczaja ponownie sygnaly wejsciowe??. Ze wazgledu na trywialng postaé¢ transforma-
¢ji zmiennych x we wspolrzedne q, dalsze rozwazania, bez utraty ogélnosci, ograniczone
zostang do systemu (3.156). Przywolujac ogélng posta¢ modeli podklasy (2.1)-(2.2) mozna

zauwazyC, 7€ XN HCOSmod € 2 Oraz:

3.156 3.156) . Al . ]
92(q) :92(111)( 156 g2 GL 1 =  g5(y1) = l%] , g = lyﬂ € R2.

93(y1) Y1
(3.157)

Niecalkowalne wiezy kinematyczne zwiazane z kinematyka (3.156) wynikaja z wyelimi-

2Wyjatek moze stanowié specjalnie skonstruowany manipulator zaprezentowany w pracy [CNO02],
ktoérego model kinematyki jest z zalozenia systemem tancuchowym.
24Taka zamiana nie zmienia oczywiscie zadnych wlasnosci systemu X N g smoed W stosunku do Xnwmcs.
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nowania elementu ug z dwoch ostatnich réwnan w (3.156). Zapiszemy je w postaci Pfaffa:
(3.156) o
Al@g=0, Al@=[0 —y1 1]eRY3 ¢ "=" |p]. (3.158)
Y3
Przeanalizujemy teraz kinematyke systemu X n 7o smod pod wzgledem wtasnosci zwig-
zanych z metodologia VFO. Sprawdzmy zatem cztery warunki konieczne stosowalnosci

metody.
Warunek W1: mozna pokazac, ze Vgcocrs system X ngcsmod jest w pelni sterowalny:

det(C)=1 = rank(C)=3=dim(q),

gdzie C' jest macierza osiagalnosci:

1 0
A 3.156
C= g o) (o o) G290 1 of. (3.159)
0 Y1 1

Warunek W2: z postaci pola ga(y1) wynika, ze Yqeo | g2(y1)|| = 1 i wszystkie punkty
q € R3 pola sg regularne.

Warunek W3: pierwsza skladowa pola g5(y1) jest tozsamosciowo réwna jeden, natomiast
dla ograniczonych wartosci zmiennej 37 takze druga skltadowa tego pola jest ograniczona;
zatem dla ograniczonych wartosci y1, czyli dla podprzestrzeni konfiguracyjnej

A
Qvncsmod = {4 € R’ : y1] < o0} (3.160)

pole g5(y1) jest ograniczone.
Warunek W4: zmiana wartoéci y; implikuje zmiang orientacji pola g3(y;) w R?:

5}
cos o = At = a=ay) = 8—a§_ﬁ0,
Y1

VA + 31+

gdzie « 2 Z(g5(y1),2), a z = [21 22]T € R? jest pewnym polem odniesienia. Ostatecznie
warunki konieczne W1-W4 sa dla systemu Xy 7csmod Speinione.

Zbior kierunkéw i orientacji (ciagle grubsze linie) osiagalnych przez pole g5(y1) w
przestrzeni R? jako funkcja zmiennej y; zostal pokazany na rys. 3.72 i 3.73. Mozna za-
uwazy¢, ze co prawda pole g3 (y1) jest orientowalne w R?, lecz nie w pelni. Ze wzgledu na
postaé¢ pierwszej skladowej go = 1 pola g5(y1), osiagalne sa tylko orientacje z pierwszej
i czwartej éwiartki plaszezyzny go X g3 (grubsze ciagle linie na rys. 3.73). Zauwazmy, ze
kierunek [ 2 <(g5(y1),z) = 0 wzgledem ustalonego pola odniesienia z = 02T, 2#0
(zwany odtad kierunkiem osobliwym) nie jest realizowalny dla dowolnego ograniczonego
y1. Wynika z tego, iz pole g3 (y1) nie jest takze w pelni kierowalne w R2. Fakt ten jednak nie
neguje mozliwosci zastosowania metody VFO do systemu tancuchowego pod warunkiem
jednak, ze strategia sterowania bedzie uwzgledniala sposéb przechodzenia przez kierunki
osobliwe lub inaczej — sposéb omijania tych kierunkéw w trakcie ewolucji systemu. Warto
rowniez zauwazy¢, iz biezaca warto$¢ zmiennej y; determinuje biezaca dlugosé wektordw
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_ _ i 1 ; i 1 ; ; ; ;
0 5 & R E E r 0 02 o4 06 08 1
g,=1 , -0 g=1

Rys. 3.72: Osiagalne kierunki i orien- Rys. 3.73: Osiggalne kierunki i orien-

tacje (ciagle grubsze linie) pola wektorowego tacje (ciagte grubsze linie) pola wektorowego

g5(y1) = [1 11]7 w R? jako funkcja zmiennej g5(y1) = [1 v1]7 w R? jako funkcja zmiennej

orientujacej y1 dla y1 € [—10,10] (wykres z orientujacej y1 dla y1 € [—10,10] z dyskretyza-

dyskretyzacja Ay, = 1). cja Ayr = 1 — rzut ortogonalny na plaszczyzne
g2 X g3.

g5(y1) w R2, co $wiadczy o tym, iz przy ustalonym sterowaniu us efektywnosé procesu
popychania w kierunku sktadowym definiowanym wspétrzedna gs pola go jest funkcja
wlasnie zmiennej y;. Dodatkowo, efektywnos¢ popychania wzdluz sktadowej go = 1 tego
pola jest stala i niezalezna od punktu pola.

Ze wzgledu na wlasnos¢ niepelnej kierowalnosci pola g5 (y1 ), nalezy bardziej szczegbétowo
rozwazy¢ te kierunki, wzdtuz ktérych ewolucja systemu ¥ ygcsmod Die jest mozliwa. Dla
potrzeb dalszych rozwazan zdefiniujmy zbiér kierunkéw osobliwych H¥ jako zbidr nieze-
rowych i w ogdlnosci zmiennych w czasie pél wektorowych:

H: 2 {h* = lHll eR?>: H = o}. (3.161)

Z powyzszej definicji i z postaci pola g5(y1) (por. (3.157)) wynika, ze dla dowolnego
ograniczonego y; nalozenie kierunku pola g;(y1) na kierunek pola z rodziny H¥ nie
jest mozliwe. Definicja (3.161) zostanie wykorzystana do modyfikacji sterowania VFO w
sasiedztwie kierunkéw osobliwych.

Rozwazmy teraz przynalezno$é¢ poszczegdlnych sygnaléw modelu 3y gosmoq do odpo-
wiednich zbioréw z punktu widzenia metodologii VFO. Wczesniejsze rozwazania oraz
posta¢ modelu (3.156) wskazuja, ze jedynie zmienna y; € Q, jest zmienng orientujaca.
Z pierwszego réwnania w (3.156) wynika ponadto, ze sygnal u; € U, jest sterowaniem
orientujacym, a y; jest zmienng orientujaca sterowang bezposrednio. Skoro ys,ys € Q,,
to us & U,, ale z kolei ug € U,, czyli jest sterowaniem popychajacym. W przypadku
systemu X NpgcSmod zachodzi: U, NU, = 0 1 w zwigzku z tym model (3.156) jest w
peni dekomponowalny na jednowymiarowy podsystem X}, HCSmod WYylaczenie orientujacy
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i dwuwymiarowy podsystem X% r7cgmoq WYyltaczenie popychany:

SNHCSmod 1 = 1, (3.162)
ENHCSmod ¢+ 4 = 92(y1) u2. (3.163)

Ostatecznie, przynalezno$¢ sygnaléw systemu (3.156) do odpowiednich zbioréw mozna
zapisa¢ w postaci zestawu nastepujacych relacji:

Y1 € Qo,
Y2,y3 ¢ Qo
YNHCSmod u € U, (3.164)
Uz € L{p,
U,nU, = 0.

Model tréjwymiarowego systemu tancuchowego pozwala na realizacje wszystkich czte-
rech typow trajektorii T1-T4 wyrdznionych w rozdziale 2. Ze wzgledu na to, iz rozwazany
system tancuchowy jest modelem abstrakcyjnym, nie mozna w tym miejscu podaé fizy-
cznych interpretacji poszczegolnych trajektorii T1 do T4, jak w przypadku systemow
YUMR Oraz XN H Mmod- Istnieje jednak prosta interpretacja geometryczna w podprzestrzeni
Q* = {q* = [y2 y3]} C R2. Mianowicie, trajektoria popychajaca T1 implikuje ruch
wzdluz lini prostej w podprzestrzeni Q* (bez zmiany kierunku i orientacji pola g;(y1)).
Trajektoria orientujaca T2 odpowiada zmianie kierunku (orientacji) pola g5(y1) w pewnym
ustalonym punkcie ¢* = [y2 y3]7 w Q*. Ewolucje systemu wzdtuz krzywych w Q* (ze
zmienna orientacja pola g;(y1)) zapewnia realizacja trajektorii popychajaco-orientujacych
T3. Ostatnia zdegenerowana trajektoria T4 odpowiada pozostawaniu systemu w ustalonym
punkcie ¢* = [y y3]”

Rozwazania rawarte w kolejnych trzech podpunktach oparte sg czeSciowo na pracach

w Q* z ustalong orientacja pola g5(y1).

[MKO05a, MK05d]. Dowody twierdzen zamieszczone nizej przeprowadzone zostana na pod-
stawie dowodow twierdzen 3.1 oraz 3.2 (fragmenty rozwazan dowodowych sa analogiczne
jak w punktach 3.1 oraz 3.2, lecz zostana celowo powtérzone, aby podkresli¢c wspdlna
systematyke dowodowa).

3.3.1 Wykorzystanie metodologii VFO

Przyjmijmy ogélng postaé pola zbieznosci h € R3:

ha()
h(-) 2 h;(-) = lzliﬂ eR3,  h*()eR2 (3.165)

Do systemu X nposmod zastosujemy teraz ogoélng strategie VFO opisana zaleznosciami

(2.10)-(2.12). Zgodnie z (2.11) szukamy takiego sterowania u1, ktére gwarantuje spelnienie
relacji:

. * _ gy (3157, 3.165) im k(T) _ ha(*)
AR SHMINHD ZHD T lkmylm] liw(-)]’
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gdzie k() jest pewna niezerowa funkcja skalarna. Laczac oba powyzsze réwnania w jedno
zalezne od zmiennej orientujacej y; otrzymujemy konkretna postaé relacji (2.11) dla sys-
temu ancuchowego (3.156):
hs(-)
N = —= 3.166
U1 TEEO yl(T) hg(')’ ( )
gdzie granica po prawej stronie (3.166) okresla tzw. warunek orientowania dla modelu
(3.156). Z postaci pierwszego réwnania w (3.156) wynika, ze (3.166) nie moze by¢ spelnione
natychmiastowo ze wzgledu na catkowa zaleznos¢ zmiennej orientujacej od sterowania
orientujacego: y1(7) = y1(0) + [y w1(§)dé. Wprowadzamy zatem pomocniczg zmienng
orientacji:

yla(T)éZEE:; eR, dla hy()#0 (3.167)

oraz pomocniczy bled orientacji:
A
€1a(7) = y1a(7) —91(7),  e1a(7) €R. (3.168)

Spelnienie (3.166) wymaga teraz znalezienia takiego sterowania ui, aby zapewni¢ asym-
ptotyczna zbiezno$¢ btedu ej, do zera. Biorac pod uwage pierwsze rownanie w modelu
(3.156) oraz definicje (3.168) proponuje si¢ nastepujaca postaé sterowania orientujacego:

w1 2 kre1a(7) + G1a(7), (3.169)

gdzie k1 > 0 jest wspoélczynnikiem projektowym, a sygnat sprzezenia wyprzedzajacego 14
ma nastepujaca postaé¢ ogdlna:
3.167) hghg — hah
Gra(r) C27 SRS dla by £0. (3.170)
2
Zgodnie z relacja (2.12) ogélnej strategii VFO, przyjmiemy nastepujaca ogdlna postaé
sterowania popychajacego dla systemu > ngosmod:

A * A * *
ug = ka(y1) [ R*[[cosa, = Z(gy(y1),h"), (3.171)
gdzie:
A 1 (3.156) 1
ko(y1) = 7 = ——— (3.172)
Il g5 (y1)ll ,/1+y%

oraz .

cosa P2 9 W)k (3.173)

g5 ()l | R0

Wspélezynnik skalujacy ko (y;) zostal wprowadzony w celu zapewnienia zbieznosci sterowa-
nia popychajacego us do sterowania referencyjnego wo; w otoczeniu trajektorii referen-
cyjnej gy = [ya: y3:]T. Podstawiajac (3.173) do ogdlnej propozycji (3.171), otrzymujemy
uproszczong postaé sterowania popychajacego:

_ 9" ()b 3156) ha + hayy
g5 (1) 1+yi

Przedstawiong metodologie VFO podsumowuje nastepujaca propozycja.

(3.174)
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Propozycja 3.5 (Sterownik VFO dla systemu X ypycsmeqd — POstaé ogélna) Ogdlna
postaé sterownika VEO dla modelu systemu {ancuchowego (3.156) gwarantujgca rozwigzanie
zadania Sledzenia oraz zadania stabilizacji ma postac:

k1 (yla - yl) + ylm
ka(y1) || R cos

U1l

> 1>

Uz

gdzie Y1a,Y1a, k2(y1) @ cosa zdefiniowane sq odpowienio zaleznosciami (3.167), (3.170),
(3.172) i (3.173).

Ponizej, w opraciu o propozycje 3.5, przedstawione zostang ostateczne postaci praw sterowa-
nia VFO zaréwno dla zadania $ledzenia jak i stabilizacji w punkcie. Podstawowa réznica

obu praw sterowania dla wymienionych zadan bedzie jedynie postaé¢ definicji pola zbieznosci

h().

3.3.2 Zadanie Sledzenia trajektorii

Rozwazmy model kinematyki (3.156), ktérego ewolucja zostala ograniczona do podprzestrzeni
konfiguracyjnej (3.160) oraz trajektorie referencyjna q:(7), 7 € [0,7T), gdzie T > 0 jest
horyzontem czasowym $ledzenia. Zakladamy, ze q¢(7) € Q' pcgmod OFaZ ze g¢(T) nalezy
do zbioru trajektorii dopuszczalnych 74p i ustawicznie pobudzajacych Tpg, tzn.(zgodnie

z def. 2.23 1 2.24):

y1:(0) + Jg ure(§)dg

A yre(7) yie(7)| A
qi(7) = |yau(7)| = lq*(T)] S y2(0) + fgu(€)de | €R®: Vogpor) uae(r) #0.
Y3t(T) ! y3:(0) + fo y1e(&)uae (§)dE (
3.175)
Ponadto zakladamy, ze:
y1(7) € Loo,  wne(T), ui(7) € Loo, C. (3.176)

Predkos$¢ referencyjna wzdluz trajektorii dopuszczalnej q.(7) wynika z postaci modelu
Y NHCSmod lub bezposrednio z rézniczkowania (3.175):

’LLU(T)

914(7) .
OE gzt(T) = [‘Z?((:))] 5.59) Uy (T) e R>. (3.177)
st () Y1 (T)uze (1)

Przyspieszenie referencyjne wzdtuz trajektorii g¢(7) wynika z rézniczkowania (3.177):

Y1t (T) U1¢(T)
(1) 2 |ijor(r) | BT o (7) € R3. (3.178)
Gt (7) ure(T)uge(7) + y1e(7)t2e (1)

Zgodnie z (3.177), definicje sygnaltu referencyjnego y14(7) z (3.175) mozna okresli¢ w
nastepujacy réownowazny sposob:

A ?)3t(7)
yu(r) = i (7) €R. (3.179)
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W przypadku trajektorii ustawicznie pobudzajacych (3.175) mamy:

(3177)

V0 uge(T) # 0 Vrso 92¢(7) # 0

i definicja (3.179) jest ograniczona i dobrze okreslona dla kazdego 7 > 0.

Uwaga 3.14 Zgodnie z podzialem trajektorii referencyjnych z rozdzialu 2, rozpatrywane
tutaj trajektorie dopuszczalne (3.175) zostajq ograniczone do typow T1 lub TS.

Zdefiniujmy btad Sledzenia trajektorii referencyjnej:

A €1\T A 61(7') A ylt(T)_yl(T)
e(r) = |ea(1)| = [ iy )] 2 qi(7) — q(1) = |yar(r) —y2(r)| € RE. (3.180)
yat(T) — y3(7)

W tym momencie okreslimy szczegdlowo wyrazenia definujace ogdélng postaé sygnatow
sterujacych u1,us dla zadania §ledzenia przedstawionych w propozycji 3.5. W tym celu
musimy zdefiniowaé posta¢ pola h.

Pole h zaprojektujemy poprzez analogie do przykladu robota jednokolowego (patrz
réwnania (3.25) 1 (3.26)) jako liniowa kombinacj¢ odpowiednich bledéw $ledzenia i syg-
naléw wyprzedzajacych:

hi(e1a;Y1a) N kieia(T) + Y1a(T)
h(e1a, 10, €",47) = | holez, 92t) | = | kpea(r) + gau(r) | € R, (3.181)
hs(es, y3t) kpes(T) 4 3:(7)

gdzie ki, k, > 0 sa parametrami projektowymi. Z powyzszej definicji oraz z (3.165) wynika,
ze:
h (e, q)) = [f”(e“{ﬂ 2 kye'(r) +4; (1) R (3.182)
hs(es, Yst)

Z poréwnania (3.169) z (3.181) mamy: u; 2 hy, a sktadowa hy okregla sposéb zbiezmosci
dla zmiennej orientujacej y1. Ponownie poprzez analogie do przyktadu robota jednokotowego,
wprowadzenie propozycji (3.181) pozwala na poczatkowe powiekszenie sie bledu e; w
stanie przejéciowym, ale dzieki temu zapewnia szybka i naturalng zbieznosé q* = [ya y3]”
w poblize trajektorii referencyjnej qf = [yo2: y3:]7. Dopiero po znalezieniu si¢ systemu
w okolicy gj, pomocnicza zmienna orientacji yi, bedzie przechodzi¢ w sposéb ciagly w
sygnal referencyjny y1;, a pomocniczy blad orientacji e, stanie si¢ btedem §ledzenia e;.

STEROWNIK 5 Sterownik VFO (3.169)-(3.174) dla zadania Sledzenia trajektorii zmi-
ennych w czasie ma nastepujgcg postaé (zakladajgc, ze: ho # 0 oraz ¢ € Oy pesmod):

3.169 _

529 k1(y1a — 1) + U1as (3.183)

(3~1:74) (kp€2 + yQt) + (kpe.?; + ygt)yl
1+y7

2l

Uy : (3.184)
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gdzie postaé y1, wynika z (3.167) oraz (3.181):

A kpes + Yt
2 e Yt 3.185
Yla kpea + vor ( )
postaé Y14, na podstawie (3.170), wyraza sie za pomocg wzoru:
hahy — hh
fla = =g, (3.186)
2
gdzie
3.181 . . . ) .
hy FEY kp(y2r — y2) + Yo, = ha = kp(Y2t — Y2) + Jat,
3.181 . ; . . .
by CEY k(s —ys) + s, = hs = kp(9st — U3) + Gt
a sygnaly referencyjne Yar, Ys¢ oraz jor, Ys¢ wynikaje z (3.177)-(3.178).
&

Twierdzenie 3.7 Dana jest trajektoria referencyjna (3.175)-(3.176) oraz obszar w dzie-

dzinie bledu Sledzenia: Expog 2 R? \ {e*(1) = [ea(r) e3(n)]" : ea(r) = _k_lp%t(T)} :
Zaktadajgc, Ze:
« . (3.182)
Viso €(T) € Enpcst == Yrzo ha(7) #0, (3.187)

ciggle prawo sterowania VFO (3.183)-(3.184) zastosowane do systemu (3.156) gwarantuge
globalng asymptotyczng zbieznosé bledu Sledzenia (3.180) w takim sensie, ze:

lim eq(7),ea(7),e3(r) =0

T—00

dla dowolnego ograniczonego €(0) € & =R X Expros -

Dowéd. Dowdd przeprowadzony zostanie poprzez analogie do dowodu twierdzenia 3.1.
Rozwazmy ewolucje zmiennej orientujacej y;. Podstawienie (3.183) do (3.156) daje nastepu-

jace réwnanie:

(Ua—1) +ki(yia—y1) =0 = é14 + k€1 =0,

z ktérego wynika, ze y1 zmierza wykladniczo do wartosci pomocniczej zmiennej orientacji
Y1q dla 7 — oo:
e1a(7) € Lo A Jim ee(r) =0 = Jim y1(7) = y1a(7). (3.188)
Sterowanie orientujace (3.183) gwarantuje zatem spelnienie warunku orientowania (3.166).
Rozwazmy teraz ewolucje btedu e* € R2?. Na podstawie (3.180) i (3.182) mozemy
zapisac:

) . . .y (3.182
e =q; —q" oraz a; (3182) h* — kye”.
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Podstawiajac prawa strone ostatniego réwnania do réwnania z lewej strony otrzymujemy
po uporzadkowaniu:
& +kpe* =r, gdde r=h*—g". (3.189)

Mozna prosto pokaza¢ (Dodatek B.3), ze prawdziwe sa réwnania:
I71* = | A*|* (1 = cos® a), (3.190)
gdzie cos « jest zdefiniowany w (3.173) oraz (Dodatek B.3)

lim (1 —cos®a(y)) = 0. (3.191)

Y1—Yla

Zaproponujmy teraz nastepujaca dodatnio okreélong funkcje klasy Ko

1
V(ie*) 2 sele € Ka. (3.192)

Pochodna tej funkcji moze by¢ oszacowana jak nastepuje (dla prostoty przyjeto oznaczenie:
¥ =9(r) 2 VT=cosalyi(7)) €0,1)):

L (3.189
e*Te* ( s )

Vo= e (~hye* +1) =

— —hleP+eTr<
< —hleP+le =

CE ket + el | Rely =

CLD g eI + e | ke + i1l Y <
< =k lle P + vk eI+ vl el df | =
= k-l +rlellgl:

Zatem
V< —w(lle' @ @l m), (3.193)

gdzie funkcja ciagta
W(lle I Nl g ()l (7)) = kp(1 =) [ eI = (r) [ e* @ [ g5 (Il (3.194)

jest dodatnio okreslona dla

( )| g7 (7l
k(1 =(7))

Z zalozenia (3.176) i z postaci modelu (3.156) wynika, ze || ¢/ (7)|| € L. Korzystajac z

|le*(m)|| > T'(r), I'(r) = (3.195)

twierdzenia La Salla-Yoshizawy mozemy wnioskowaé, ze wszystkie trajektorie e*(7), dla
ktérych || e*(7)|| > I'(7) i v(7) < 1 sa ograniczone i spelniaja warunek:

lim W(r) =0 M2 @) el €L A lim [ € (n)] =T(r). (3.196)
Z (3.188) oraz (3.191) wynika, ze lim, .o (7)) = 0, gdzie (7 \/1 — cos? a(y1(7)).

Zatem na podstawie (3.195) mamy:

lim T(r) =0 X fim e () =0 = lim es(r),e3(r) =0.  (3.197)

T—00 T—00 T—00
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Analogicznie jak w przypadku robota jednokotowego i manipulatora nieholonomicznego,

w okresie przejSciowym moze wystapié¢ chwila 7, w ktérej zachodzi v(7) = 1 powodujac

chwilowe wstrzymanie zbieznosci btedu e*. Jednak punkt w przestrzeni stanu, dla ktérego

zjawisko to ma miejsce nie jest przyciagajacy.

Z definicji (3.181) i (3.179) oraz z wnioskéw (3.197) i (3.188) wynika, ze:

Jim. e1q(7) = e1(7) (2189 Jim. e1(r) = 0.
(3.198)

Skoro || e*(7)]|, ]| g7 (7)|| € Lo, to z (3.182) wynika, ze || h*(7)|| € Lo, & z definicji (3.171)

wynika, ze us(7) € Lo. Mozna takze pokazaé, iz lim,_,oo us(7) = ug (7). Z zalozenia

(3.187), z wniosku || €*(7)|| € Lo oraz z definicji (3.186) i zalozenia (3.176) wynika:

U1a(7) € Lo. Na podstawie (3.178) latwo sprawdzi¢ réwniez, ze im|e«|—oJ1a(€*) =

. 3.168,3.180,3.197
lim grafea, es) = yuo(r) D

€2,€3—

91¢(T), co z kolei z wnioskiem (3.188) oraz z definicja (3.183) implikuje: u1(7) € Lo
oraz lim,_,o uy (7) = u1(7).

0

Uwaga 3.15 Podobnie jak dla systemow Xyprr 0162 XN HMmod, tokZe 1 w tym przypadku
udowodniona zostata jedynie asymptotyczna zbieinosé bledu e*. O szybkosci tej zbieinosci
moze jednak ponownie Swiadczyé prosta analiza dotyczgca postaci funkeji W (|| e*||, || 451l , )
przeprowadzona wezesniej w tresci wwagi 3.5 (patrz takze: uwaga 3.11), zgodnie z ktdrg
efektyuwnosé procesu orientowania ma kluczowe znaczenie dla szybkosci zbieznosci bledu
e*. Zapewnienie duzej efektywnosci procesu orientowania (wystarczajgco duza warto$é
wspdlczynnika ky w (3.183)) przybliza bowiem charakter zbieznosci bledow es, es do zbiezno-

Sci wyktadniczej.

Uwaga 3.16 Definicje (3.167) oraz (3.170) dajg wartosci nieograniczone dla przypadku,
w ktorym ha(ea(7T)) =0 = Frcoo€™(T) & Expesy (vor. zalozenie (3.187)), czyli dla:

e (7) (3.182) Y2 (7)

_k—p
Powyzsza rownosé moze zachodzié¢ jedynie w stanach przej$ciowych i ma przejrzystq inter-
pretacje geometryczng. Przywolujgc bowiem definicje zbioru kierunkdéw osobliwych (3.161)
latwo zauwwazyé, Ze zerowanie si¢ w chwili T wspolrzednej ho(T) pola zbieznosci h*(T)
odpowiada chwilowej koniecznosci ewolucji sterowanego systemu wzdluz kierunku osobli-
wego h*(T) = [0 e3(7)]T € HZ, co ze wzgledu na wlasnosci systemu laricuchowego nie jest
mozliwe. Skoro osigganie przez ha wartosci zerowej jest tylko chwilowe (wystapi¢ moze
tylko w stanie przej$ciowym), wystarczy wskazaé sposéb przechodzenia przez punkt ho =0
poprzez odpowiednio skonstruowane sterowanie w jego otoczeniu. Ostatecznie zatem, aby
zapewnié ograniczonosé sygnatu sterujacego ui dla dowolnych warto$ci wspotrzednej ho,
nalezy zaproponowaé metode przechodzenia przez kierunki osobliwe poprzez wprowadzenie
dodatkowych definicji sygnatéow pomocniczych y1, oraz Y14 w otoczeniu punktu osobliwego

ha = 0.
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Rozwazmy modyfikacje, ktéra zapewni ograniczenie sygnaléw pomocniczych yi, oraz
Y14 dla dowolnych hy € R (lub réwnowaznie: w calej dziedzinie bledu es € R). Wykorzy-
stamy do tego celu algorytm tunelowy zaproponowany w pracach [Dul00] oraz [Dul01].
Wprowadzmy zatem pojecie tunelu +e, € > 0 wokol punktu he = 0. Zaproponujmy
nastepujace dodatkowe definicje sygnatéw pomocniczych:

yia(7) £ %, (3.199)
Jia(r) 2 hs(7) (3.200)

esgn(—ha(7e))’
gdzie T, jest chwila wejscia wartodci ho(7) w tunel +e, przy czym wejscie w tunel +e
oznacza, ze |ha(Tey)| < €. Teraz sterownik VFO moze zostaé¢ ponownie zastosowany zgod-
nie z réwnaniami (3.183)-(3.184). Wykorzystanie algorytmu tunelowego gwarantuje, iz
sygnal y1, niejako przeskakuje przez punkt ho = 0 przy zachowaniu ciaglosci przejscia
wspdirzednej ho przez wartosé zerowa. Modyfikacja sterowania VFO majaca na celu dobre
zdefiniowanie sygnaléw sterujacych w calej dziedzinie btedu eo € R wynika z nastepujacej

propozycji.

Propozycja 3.6 Dia danej trajektorii referencyjnej (3.175), odcinkami ciggle prawo stero-
wania VFO (3.183)-(3.184), w ktérym:

A{ (3.185),(3.186) dla |ho(7)| > ¢, (3.201)

Y1a(7), 910(7) = (3.199), (3.200) dla |he(7)| <e,

gdzie 0 < e < inf, |ug(T)| jest zaloZonym otoczeniem punktu ho = 0, zastosowane do sys-
temu (3.156) pozwala na zachowanie globalnej asymptotycznej zbieznosci bledow Sledzenia
w sensie zdefiniowanym w twierdzeniu 3.7 dla dowolnego ograniczonego e(0) € £y = R3.

Zgodnie z powyzsza propozycja, definicja sterowania orientujacego (3.183) jest nadal
aktualna z tym, ze sygnaly y14, 91, W niej zawarte maja charakter nieciagly (sa ciaglte w
sensie C¥). Wlasnosé ciaglosci sterowania u1 sterownika (3.183)-(3.184) zostaje uchylona
na rzecz ciaglodci odcinkami. Warto podkreslié, ze zbiér punktéw nieciaglodci ho(7) = 0
jest potencjalnie osiagalny tylko w stanach przejsciowych i jest nieprzyciagajacy.

3.3.3 Zadanie stabilizacji w punkcie

Przyjmujac w definicji (3.175) zerowe wartosci referencyjnych sygnatéw wejsciowych uqy =
ug; = 0 otrzymamy zdegenerowana trajektorie typu T4 w postaci statego punktu referen-

cyjnego:

y1¢(0) Y1t
(3.175)
a =" |yx(0)| = |y €R. (3.202)
y3t(0) Y3t

Zdefiniujmy blad stabilizacji:

e(r) £ |ea(r)

eg(T)

S q—q(t) = |yor —ip(r)| € R (3.203)
Yst — Z/3(T)

e1(7) l ] Y1t — y1(7)
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Dla stalego punktu referencyjnego (3.202) predkosé q;(7) z (3.177) jest tozsamosciowo
réwna zeru. Jednak podobnie jak w przypadku systemoéw Yy asr oraz X N g armod, predkosé
g/ (7) mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:

- 3.177 1 3.202) | 1 .
q; (T)( =g u2t(7')( 202) -0 = g5 (y1t) - 0, (3.204)
y1¢(7) Y1t

gdzie ug (1) = 0, ale g3,(y11) # 0, Yy1;: € R. Oznacza to ponownie, ze pole g4, (y1;) € R? nie
degeneruje si¢ w punkcie referencyjnym (3.202) i w rzeczywistosci definiuje referencyjna

T

orientacje (oraz kierunek) w punkcie qf = [y y3:]? € R% Wiasnoéé ta wykorzystana

bedzie do konstrukcji pola zbieznosci h* dla przypadku stabilizacji w punkcie poprzez
analogie do propozycji (3.182).

Wprowadzmy tzw. wirtualng predko$¢ referencyjng postaci:
.k A y vt\T A * * * 1
a2 |20 2 5 ) gn = st | | B (3200
Y3t (T) Yt

gdzie 0(e*(7)) jest funkcja ciagla taka, ze §(e* = 0) = 0. Wprowadzenie funkcji d(e*(7))
pozwala na odpowiednie ksztaltowanie stanéw przejsciowych systemu sterowanego i zbieznosé

zmiennej y; do wartoéci sygnatu yq;. Proponuje sie nastepujaca definicje:

S(e(r)) & gen) vy B2 m3gnen)  ouiryy
DI Ny

gdzie 1 jest dodatkowym wpdlczynnikiem projektowym, a esy = e2(0) stanowi poczatkowa

0<n<ky, (3.206)

warto$¢ bledu stabilizacji ea (7).
Podstawiajac teraz (3.206) do (3.205) otrzymujemy posta¢ wirtualnej predkosci refe-
rencyjnej:

oo A [ D20t(T) | & msgn(eo) 1 2
aulr) = lygvtm] = Tagton 1€ M R (3.207)

Wirtualne przyspieszenie referencyjne wynika bezposrednio z rézniczkowania (3.207):

ey A |G2ut(T)| _ msgn(ean) e (m)é*(r) [ 1 5
4l = L’JBM = Tenol Te @l H <K (3.208)

Zaproponujemy teraz postaé pola h*, a mianowicie:

%/ % % (3.165) h2(e*a g;t) A * . % kpe2 (T) + ?J2vt (T) 2
h* (e, = v | T ket (1) + gy (T) = . e R, (3.209
(€", 21 [h?,(e as)] e A Gl = () + () (3.209)

gdzie k, > 0 jest parametrem projektowym. Podstawiajac (3.207) do (3.209) otrzymujemy
postaé pola h* € R? dla zadania stabilizacji w punkcie:

kpea(r) — 10Ue20) || gx (1)

h*(e,g3,) = el . (3.210)
Y hpea(r) — BHEEE  €(7) |
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Pelna postaé¢ pola zbieznosci dla zadania stabilizacji jest nastgpujaca (por. (3.181)):

k1e1a(T) + 91a(7) kie1a(7) + §1a(7)

. % ex o\ A . 3.207 _ msgn(e20) || ox
h(e1a, d1as€” i) 2 [ kpea(r) +gau(r) | P27 | Foe2(n) = LR eI | e g3,
hipes () + o (7) pes(7) — BESL e (7)l| e

Od tej chwili cata strategia VFO z podrozdziatéw 3.3.1 oraz 3.3.2 pozostaje niezmieniona.
Jedymi réznicami miedzy sterownikami VFO dla zadania $ledzenia i zadania stabilizacji
sa inne postaci pola h* (por. (3.209) z (3.182)).

STEROWNIK 6 Uwzgledniajgc definicje (3.210), postaé sterownika VFO (3.169)-(3.174)
dla zadania stabilizacji w punkcie jest nastepujgca (zakladajgc, Ze: ho #0):

(3.169)

ur =" k1(y1a — ¥1) + J1a; (3.211)
s (3.174) (kpea + Yaut) + (ki;es + ?./?wt)yl’ (3.212)
1+ y3
gdzie postaé yi, wynika z (3.167) oraz (3.210):
A kpes + Ysut
2 BT It 3.213
Yla kpe2 + Yout ( )
postaé Y14, na podstawie (3.170) oraz (3.209), wyraza sie za pomocg wzoru:
. hsha — hshs
fa = =7 (3.214)
2
gdzie
3.209 . ; L
ha (3209 kp(y2t — y2) + Y20t = ho = —kpy2 + Hout,
(3.209) ) . L
hs =" kp(yst — y3) + Y3ut, = hs = —kpys + Yut,

a wirtualne sygnaly referencyjne Yout, Ysut 070z Yout, Ysur wynikajge z (3.207)-(3.208).
)

Twierdzenie 3.8 Dany jest staly punkt referencyjny (3.202) oraz obszar w dziedzinie
bledu stabilizacji: E gy 2 R? \ {e*(7) : ha(ez(7)) = 0}. Zakladajgc, Ze:
v0<7—<oo e*('T) € 8?;/HCS2 (3215)

prawo sterowania VFO (3.211)-(3.212) zastosowane do systemu (3.156) globalnie asym-
ptotycznie prawie stabilizuje blgd (3.203) w zbiorze £y w takim sensie, ze:

lim ey (7),ea(7),e3(r) =0

T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € &y =R X EXogo-
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Dowé6d. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.7 rozwazmy zachowanie zmiennej
orientujacej y; 1 pomocniczego bledu orientacji ej,. Podstawienie (3.211) do (3.156) daje

nastepujace réwnanie:
(U1a — 1) +k1(y1a —y1) =0 = é1a+ k114 =0,
z ktorego wynika, ze btad ej, zmierza wykltadniczo do zera dla 7 — oc:

e1a(7) € Lo A Jim e1e(7) =0 = lim y1(7) = y14(7). (3.216)

T—00
Sterowanie orientujace (3.211) gwarantuje zatem spelnienie warunku orientowania (3.166).
Rozwazmy ewolucje bledu e*. Na podstawie (3.203) mozemy zapisac:

e = —g*. (3.217)

Dodajmy i odejmijmy z prawej strony powyzszego réwnania pole h*. Z definicji (3.209)
mozemy zapisac:
€' =—qg"+h"— ke —q,,

co po uporzadkowaniu daje nastepujace réwnanie rézniczkowe:
e +kpe" =r —qy,, gdzie r2h*— g (3.218)

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.7 skorzystamy z nastepujacych relacji (Do-
datek B.3):
7] = | B*[|* (1 = cos® a), (3.219)

gdzie cos « jest zdefiniowany w (3.173) oraz

lim (1 —cos?a(y;)) = 0. (3.220)

Y1—Yla

Zaproponujmy teraz dodatnio okreslona funkcje klasy Koo:

1
Vier) & geler €K, (3.221)

ktorej pochodng mozna oszacowaé nastepujaco (dla prostoty zapisu przyjeto oznaczenie:
A
Y(7) = /1= cos”a(yi (7)) €[0,1]):

. L (3.218
174 _ e*Te*(:)e*T[

—kpe’ +r —qy] =
3.205) . .
= e’ [—kpe™ + 7 —d(e")g5] =

=kl +eTr —d(e’)e gy <

< —kplle P+ el 7l + [5(e)] [l e || g5l =
(3.219) * (12 * * * * *

=" —kplle’ "+ I [IR"][ v+ |5(e)| [ 7] || g2l =
(3.200)

=7kl el T kpe” + il v+ 18] el g3l <

<kl kel 4 e ghll v+ 18 e Il g3l =
=y | € vk lle P + e[ 0] 1l gzl + [6(e) [ e[| | g3ll =
=7 —kplle |k e oy lle |+l eff =

= kA=) =01+ e)? =) e
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Powyzsza pochodna jest okreslona ujemnie, gdy ¢ (v(7)) jest okreslone dodatnio, co pozwala
zapisa¢ warunek asymptotycznej zbieznosci bledu e*:

ky —n
k, +n

Cy(r) >0 & ~(1)< (3.222)

Z uwagi na (3.206), (3.220) oraz (3.216) wnioskuje sig, ze:
Ir<o0 t Vrzn, (7)< = e @l lle@l €L A lim [fe*(7)] = 0.

(3.223)
Dodatkowo dla 7 > 7., zbieznoé¢ || e*(7)|| do zera ma charakter wykladniczy, poniewaz:

Ve, {V(T) < -2V(r) = V(r) S Voexp(=2(7) = [e(7)] <[ e (0] 6XP(—2<T)}-

Pokazemy teraz, ze réwniez blad stabilizacji e; zmierza asymptotycznie do zera. W
tym celu przeanalizujemy zachowanie zmiennej y; w przypadku, gdy wektor q* zbiega w
]T

otoczenie punktu q; = [yor yst]", czyli dla eg, e3 — 0.

Mozna pomocniczo wykazaé, ze prawdziwe sa nastepujace relacje (Dodatek B.3):

lim y2(?/1) = hs, (3.217) lim ciz(y1) = —ho, (3.224)
Y1—Yla y3(y1) = ]’L3. Y1—Yla 63(?/1) = —h3,

Z modelu (3.156) wynika takze, iz y1 = y3/y2. Korzystajac zatem z zaleznosci (3.224) oraz
z ogblnej postaci pola zbieznosci (3.209) mozemy zapisaé co nastepuje:

(3:224) N3 (3.209) Kpes + oyt O(*5° + yu) N

lim = lim y; =
o o kpea
Y1—y1 ho kpea 46 Y1—y1 (k2 4 1)
. Ve + Y
= lim =———
Y1—Yla vir2s 4+ 1
lexll
ey 2 _Blol o okt gt - ol e dl
gdzie v = msgn(es0) atem w otoczeniu punktu q; = [y ys]', czyli w granicy dla
lime, ¢,—0 mMozZemy zapisac:
. 1t .
lim Yy = it = lim Y1 = Y1z-
Y1—Yla, €2,€3—0 1 Y1—Y1a,€2,63—0

Whioskujemy zatem, ze zmienna y; asymptotycznie zmierza do wartosci sygnatu yyi¢, a
tym samym btad stabilizacji e; asymptotycznie zmierza do zera:

lim e;(7) =0. (3.225)

T—00

Z (3.210) i (3.223) wynika, ze: | h*(7)|| € Loo oraz lim, . || h*(7)|| = 0. Zatem z (3.212)
(lub z (3.171)) wynika, ze: ug(7) € Lo oraz lim| ¢« u2(e* (7)) = 0. Z zalozen (3.215), a
takze z wniosku, ze || €*(7)|| € Lo wynika, iz Vp,-£0 Y1a(h2(7)) € Loo. Uwzglednienie teraz
wnioskéw (3.216) i (3.225) wraz z definicja (3.211) implikuje: Vp, 0 u1(ho(7)) € Loo.

g
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Uwaga 3.17 Definicje (3.213) oraz (3.214), a tym samym sterowanie (3.211) wzras-
tajg nieograniczenie w punktach, w ktérych ho(e*(T)) = 0. Na podstawie (3.210) mozemy
stwierdzic, zZe osigganie przez wspolrzedng ho wartosci zerowej jest mozliwe w dwoch przy-
padkach:

P1. gdy jednoczesnie ea(T) = 0 oraz e3(T) = 0, czyli w punkcie e*(T) = 0,
P2. gdy zachodzi |ea(T)| = p|es(T)|, gdzie p = \/W

Zwréémy uwage, 12 przypadek P1 mozna wyeliminowaé gwarantujgc, ze punkt e* = 0 nie
zostanie osiggniety w skoriczonym czasie. W tym celu nalezy zapewnié, aby || e*(0)| #
0, a w trakcie ewolucji systemu spelniony byl warunek zbieznosci z (3.223). Zalozenie
|l e*(0)|| # 0 nie powoduje utraty ogélnosci rozwazan, gdyz zawsze istnieje pewne sterowanie
w torze otwartym, np. uy = 0,uy = const, ktdre wyprowadza system (3.156) w skorniczonym
czasie z punktu e* = 0. Spelnienie warunku zbieznosci z (3.223) wynika z efektywnosci pro-
cesu orientowania pola g5(y1). Zatem aby zagwarantowaé wykltadniczy charakter zbieznosci
bledu e*, zaproponujmy, podobnie jak dla systemow Xypr 076z XNHMmod, Nastepujgcg
dwuetapowq strategie sterowania:

E1. dla 1 € [0,7,] przyjmij us = 0 4 zastosuj sterowanie orientujgce (3.211) az do osiqg-
kp—n .
kZ-HI’

niecia przez y(T) wartosci mniejszej od

e*(0),

w tym etapie zachodzi: ¥ <r, €*(T) =

E2. dla 7 € (1,,00) zastosuj pelny stabilizator VFO (8.211)-(8.212); w tym etapie za-
chodzi: Vs, || e*(7)]] < || €*(0)]| exp(—2(T).

Eliminacja przypadku P2 jest trudniejsza, choé wydaje sie, Ze spelnienie réwnosci |eo(T)| =
w|es(T)| w stanie przejsciowym jest mato prawdopodobne (nie jest to punkt przyciggajgcy).
Aby jednak zapewnié ograniczonodé sterowania uy w sytuacji znalezienia sie w stanie przej-
Sctowym w poblizu punktu he = 0, mozna zastosowac algorytm tunelowy podobnie, jak to
miato miejsce w przypadku zadania Sledzenia trajektorii zmiennych w czasie (patrz propozy-
cja 3.6). Nalezy jednak dodatkowo sprawdzaé, czy zmniejszanie sie wartosci wspolrzednej
ho wynika z warunku P1 czy P2, bowiem tylko dla przypadku P2 stosowanie algorytmu
tunelowego jest uzasadnione.

Zgodnie z rozwazaniami przeprowadzonymi w uwadze 3.17, wprowadzimy teraz mody-
fikacje, ktéra pozwoli na dobre zdefiniowanie stabilizatora VFO w calej dziedzinie btedu
e* € R?. Skutkiem ubocznym bedzie jednak oslabienie wlasnosci asymptotycznej stabi-
lizacji na rzecz nieciagtej stabilizacji praktycznej. W tym celu wprowadzmy pojecie tunelu
+e1, €1 > 0 wokdt punktu he = 0 i zaproponujmy nastepujace dodatkowe definicje sy-

gnalow:
nir) & ey (3:220)
Ja(r) 2 ha(r) (3.227)

€1 Sgn(_hQ (7—61 ))
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gdzie 7, jest chwila wejScia wartosci ho(7) w tunel +€; oraz

A
= yu, (3.228)

yla(T) = Yla
N (3.202)
— g 2 g 20

Y1a(T) Yt (3.229)

Modyfikacja stabilizatora (3.211)-(3.212) wynika teraz z nastepujacej propozycji.

Propozycja 3.7 Dany jest staly punkt referencyjny (3.202). Odcinkami ciggle prawo
sterowania VFO (8.211)-(3.212), w ktdrym:

(3.213),(3.214), (3.212) dla |ha(e*(7))| > €1,
(3.226),(3.227),(3.212) dla |ho(e*(7))| < e1 A | e*(T)] > €2,
(3.228),(3.229), 0 dla |ho(e*(7))| < e A |e*(7)]] < e
(3.230)
gdzie e > 0, a 0 < €9 < €1 jest zaloZonym otoczeniem punktu e* = 0, zastosowane do

Y1a(7), §1a(7), uz(r) £

systemu (3.156) globalnie praktycznie stabilizuje blad (3.203) w takim sensie, Ze:

lim (Dl S lim e(r)=0 = lim [e()] <e

dla dowolnego ograniczonego e(0) € £y = R3.

Postaé¢ sterowania orientujacego (3.211) pomimo modyfikacji (3.230) jest nadal aktualna
z ta réznicy, ze sygnaly yiq, 91, W niej zawarte sa ciggle jedynie w sensie CV.

3.3.4 Wyniki badann symulacyjnych

Efektywnos¢ dziatania sterownika VFO zilustrowano wynikami symulacji numerycznych.
Wszystkie obliczenia wykonano dla zmiennego kroku catkowania metoda ODE/5 (Dormand-
Prince) w horyzoncie czasowym 7 € [0,T], T = 5[s|. Podczas symulacji, sygnaly predkosci
U2, U3 sterowanego systemu wystepujace w definicjach (3.186) oraz (3.214) byly obliczane
zgodnie z réwnaniem (3.156).

I. Sledzenie trajektorii. Zadanie §ledzenia trajektorii referencyjnej zrealizowano dla
trajektorii typu T3 generowanej w oparciu o réwnanie (3.175) dla dwoch zestawéw warun-
kéw poczatkowych sterowanego systemu. Wybér warunkow poczatkowych determinowat
konieczno$é (badz brak koniecznosci) przejscia przez osobliwosé typu ho = 0.

Symulacje dla pierwszego zestawu warunkoéw poczatkowych zrealizowano z wykorzys-
taniem ciaglego sterownika (3.183)-(3.184) przy zalozeniu (3.187). Wybrano nastepujace

sterowania referencyjne i warunki poczatkowe:

0.5 0 —2.5

U sin 0.57
U = 2 , q:(0) 2 o , q(0) 2161
Ut —0.7 0 71

Zgodnie z interpretacja geometryczng, zdefiniowana trajektoria referencyjna jest typu
popychajaco-orientujacego. Przyjeto nastgpujace wartosci wspotezynnikéw sterownika: £y, =
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5, k1 = 10. Czasowe przebiegi najwazniejszych sygnaléw przedstawiaja?® rys. 3.74-3.78.
Sciezka referencyjna oraz wynikowa $ciezka sterowanego systemu w przestrzeni R? oraz
jej rzut w podprzestrzen R? pokazane zostaly na rys. 3.79 oraz 3.80, gdzie zaznaczono
réwniez stan poczatkowy q(0).

Symulacje dla drugiego zestawu warunkéw poczatkowych determinujacego konieczno$é
przejécia przez punkt ho = 0 zrealizowano z wykorzystaniem odcinkami ciaglego stero-
wnika wynikajacego z propozycji 3.6. Wybrano nastepujace sterowania referencyjne i
warunki poczatkowe:

05 0 25

u SN V.07
u = [ M2 . @02 o], q0)2 |-61
Ut —0.7 0 71

Przyjeto nastepujace wartosci wspotezynnikéw sterownika: k, = 5, k1 = 10 oraz wartosc
e = 0.6 okreslajaca szeroko$¢ tunelu w otoczeniu punktu hy = 0. Czasowe przebiegi na-
jwazniejszych sygnaléw przedstawiaja rys. 3.81-3.85. Sciezka referencyjna oraz wynikowa
$ciezka sterowanego systemu w przestrzeni R® oraz jej rzut w podprzestrzen R? pokazane
zostaly na rys. 3.86 oraz 3.87, gdzie zaznaczono réwniez stan poczatkowy g(0).

I1. Stabilizacja w punkcie. Zadanie stabilizacji w punkcie lub inaczej zadanie $ledzenia
referencyjnej trajektorii (3.175) zdegenerowanej do stalego punktu (typ trajektorii T4) zre-
alizowano wykorzystujac ciagly prawie stabilizator (3.211)-(3.212). Wybrano nastepujace
sterowania referencyjne i warunki poczatkowe:

0 1 —2.5

U A A A

w[]e ] wo-a2 [ awefe
2 2 7.1

Podczas symulacji przyjeto nastepujace wartosci wspoétczynnikéw sterownika: ky, = 5, k1 =
10 oraz n = 2. Czasowe przebiegi najwazniejszych sygnaléw przedstawiajg rys. 3.88-
3.92. Wynikowa &ciezka sterowanego systemu w R? oraz jej rzut w podprzestrzen R?
pokazane zostaly na rys. 3.93 oraz 3.94, gdzie zaznaczono réwniez stan poczatkowy g(0)
i koncowy q(T') systemu. Warto zauwazy¢, ze dla przyjetych wartodci parametréw stero-
wnika i sygnaléw referencyjnych, warunek zerowania sie elementu ho ma postaé: |ex(7)| =
0.295 |e3(T)|. Ze wzgledu na charakter zbieznosci btedéw ea(7) oraz ez(7) (rys. 3.88 oraz
rys. 3.92), réwno$¢ ta nie jest spelniona dla zadnej chwili 7 < oo.

3.3.5 Podsumowanie

W niniejszym przyktadzie przedstawiono zastosowanie metody orientowania pél wektoro-
wych dla modelu systemu tancuchowego z tréojwymiarowym wektorem stanu. Zaprezen-
towane sterowniki VFO gwarantuja globalne rozwiazanie dwéch zadan sterowania: asym-
ptotyczne $ledzenie dopuszczalnych trajektorii zmiennych w czasie oraz asymptotyczna (a
takze praktyczna) stabilizacje w punkcie. Zaproponowano dwa rodzaje praw sterowania

257e wazgledu na abstrakcyjny charakter systemu tancuchowego, wszystkie sygnaly prezentowane w tym
podpunkcie podawane sg z pominieciem jednostek.
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Cos o

Rys. 3.75: ©n

61,62,63

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45
T[s]

Rys. 3.74: SngoSmoa: trajektoria T3 — btedy $ledzenia: e; (--), e2 (5), e3 (--).

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
T [s]

a=Z(gs, h").

1a

)

12

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5
T[s]

Rys. 3.76: Snrosmod: trajektoria T3 — pomocniczy btad orientacji e1.

40

30

_40 I I I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

T[s]

Rys. 3.77: Y nucsmod: trajektoria T3 — sygnaly sterujace: u1 (-), us (- -).

HCSmod: trajektoria T3 — efektywnos$é orientowania pola g5 jako przebieg cos a, gdzie
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10
107 Py 7S - - _
— L T 4
o ety ]
g I R ]
B O O O S RS S B =
1oL i i i i i i i i i ]
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
T[s]

Rys. 3.78: Snrcsmod: trajektoria T3 — bezwzgledne wartoéci btedéw $ledzenia: |e1| (- -), |e2| (-), |es]
(-.-) w skali logarytmiczne;j.

s
040
6t e
4 4r
3
2 e, 2r /
_ g
ST .
ol
2t
4t
-6 i i i i i i
24 -2 0 2 4 6 8
Yo
Rys. 3.79: YNHCSmoq: trajektoria T3 — Rys. 3.80: XNHCSmoq: trajektoria T3 —

$ciezka kreslona przez stan systemu sterowanego  $ciezka kreslona przez stan systemu sterowanego
oraz $ciezka referencyjna (linia ciagla) w  oraz $ciezka referencyjna (linia ciagla) jako rzut
przestrzeni R? (zaznaczono poczatkowy stan W przestrzeni R? (zaznaczono poczatkowy stan
systemu g(0)). systemu ¢(0)).
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T[s]
Rys. 3.81: Snucsmod: trajektoria T3 (z przejéciem przez he = 0) — bledy éledzenia: e1 (- -), e2 (-), e3
(--)-
3
[%2] —
8
| | | | |
15 25 3 35 45 5
T[s]

Rys. 3.82: Snrcosmoa: trajektoria T3 (z przejéciem przez ho = 0) — efektywnoéé orientowania pola g3

jako przebieg cos a, gdzie a = Z(g5,h").

4

3.5
3L
25
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- 151

1
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-0.5
0

0.5

25
T[s]

Rys. 3.83: Snmcsmoa: trajektoria T3 (z przejéciem przez h2 = 0) — pomocniczy btad orientacji e1q.

30

25
t[s]

Rys. 3.84: Snmcsmoa: trajektoria T3 (z przejéciem przez ha = 0) — sygnaly sterujace: u1 (-), uz (- -).
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le,, Ie,l. ey

2.5 3 3.5 4 45 5
T[s]

Rys. 3.85: Snwmcsmod: trajektoria T3 (z przejsciem przez ho = 0) — bezwzgledne wartosci btedow
Sledzenia: |e1| (- -), |e2] (), |es| (--) w skali logarytmiczne;j.

Rys. 3.86: Ynwcsmoa: trajektoria T3 (z
przejéciem przez hp = 0) — $ciezka krelona
przez stan systemu sterowanego oraz sciezka ref-
erencyjna (linia ciggta) w przestrzeni R® (zazna-
czono poczatkowy stan systemu g(0)).

Y3

4t

Rys. 3.87: Snwcsmoa: trajektoria T3 (z
przejSciem przez he = 0) — $ciezka kreslona
przez stan systemu sterowanego oraz sciezka ref-
erencyjna (linia ciagla) jako rzut w przestrzeni
R? (zaznaczono poczatkowy stan systemu g(0)).
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| | | | | |
2 25 3 35 4 45 5
T[s]

Rys. 3.88: Y NHCSmod: trajektoria T4 — bledy stabilizacji: e; (--), e2 (), ez (--).

Cos o
o
|

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
T [s]

Rys. 3.89: Ynmcsmod: trajektoria T4 — efektywnoéé orientowania pola g3 jako przebieg cos o, gdzie
a=Z(gs, h").

3.5

3 . . ,

25 3

05 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

T[s]

Rys. 3.90: Sxrosmod: trajektoria T4 — pomocniczy btad orientacji e1,.

40

30 . N
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T[s]

Rys. 3.91: Ynuosmod: trajektoria T4 — sygnaly sterujace: u1 (-), us (- -).
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Rys. 3.92: Snrcsmoa: trajektoria T4 — bezwzgledne wartosci bledéw stabilizacji: |e1] (- -), |e2| (-), |es]
(-.-) w skali logarytmiczne;j.
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Rys. 3.93: Ynwcosmoa: trajektoria T4 — Rys. 3.94: Snwmcsmod: trajektoria T4 -

$ciezka kreslona przez stan systemu sterowanego  $ciezka kreslona przez stan systemu sterowanego
w przestrzeni R® (zaznaczono poczatkowy ¢(0)  jako rzut w przestrzeni R2 (zaznaczono
i konicowy g(T') stan systemu). poczatkowy g(0) i koicowy g(T') stan systemu).
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dla kazdego z zadan: ciagle sterowniki VFO wylaczajace pewne punkty z dziedziny btedu e
oraz odcinkami ciagte sterowniki VFO dobrze okreslone w catej dziedzinie btedu regulacji.
Struktury przedstawionych cigglych sterownikéw VFO dedykowanych do zadania $ledzenia
i zadania stabilizacji sg jednakowe z jedyna réznica wynikajaca z konstrukcji pola wek-
torowego zbieznosci h. Z powodu niepelnej kierowalnosci i orientowalnoéci pola-generatora
systemu tancuchowego, zaproponowano metode przechodzenia przez kierunki osobliwe sto-
sujac algorytm tunelowy zaproponowany w pracy [Dul00]. Poprzez analogie wynikajace
z interpretacji geometrycznej, otrzymane wyniki symulacyjne moga zostaé bezposrednio
skonfrontowane z wynikami uzyskanymi dla kanonicznego przyktadu robota jednokolowego
czy manipulatora nieholonomicznego. Dzigki temu, wplyw wartoéci parametréw projek-
towych na jakos¢ stanéw przejSciowych w ukladzie sterowania staje si¢ zrozumiaty i wrecz
intuicyjny, pomimo abstrakcyjnego charakteru sterowanego systemu.

3.4 System afiniczny z dryfem

Dotychczasowe przyklady zastosowania metody VFO ograniczone byty do klasy bezdry-
fowych systeméw nieholonomicznych o specyficznych wlasno$ciach modelu. Nasuwa sie
jednak pytanie, czy metodologie orientowania pél wektorowych mozna byloby zastosowaé
do szerszej grupy systeméw dynamicznych. W istocie jest to pytanie o stopien ogdlnosci
podejscia opartego o metode VFO. W biezacym podpunkcie sprobujemy odpowiedzie¢ na
to pytanie poprzez probe wykorzystania algorytmu VFO do wyprowadzenia prawa sterowa-
nia dla dryfowych systeméw afinicznych, w szczegdlnosci zas rozwazajac, jako przyktad
dobrze znany z teorii sterowania, liniowy system SIMO.

Zastosowanie jednolitego podejécia do problemu projektowania praw sterowania dla tak
réznych jakosciowo systeméw jak bezdryfowe uklady nieholonomiczne oraz holonomiczne
dryfowe systemy afiniczne jest pewna préba unifikacji rozwigzania problemu sterowania
taczaca liniowsa i nieliniowsg, teorie regulacji. Jest to tez préba znalezienia i zwrdcenia uwagi
na pewne wspolne cechy wspomnianych systeméw, ktéra moze ukaza¢ w nowym Swietle
kierunek badan dotyczacy systematycznych metod strojenia sterownikéw nieliniowych, tak
wazny z praktycznego punktu widzenia.

Rozwazmy nastepujace liniowe réwnanie rézniczkowe:

T 4 asd + a1& + apxr = by, (3.231)

gdzie as, a1,a9 € R oraz b € R sg parametrami modelu, a v € R jest sygnatem wejsciowym.
. . . A A . A ..
Przyjmujac dla systemu (3.231) zmienne stanu fazowe: z; = x, x9 = &, x3 = & oraz
. ‘s v A .
zaktadajac dostepnosé pelnego wektora stanu na wyjsciu systemu: y = x, uzyskujemy
nastepujacy klasyczny model w przestrzeni stanu:

= Ax+ gv, (3.232)
= =z (3.233)



3.4. System afiniczny z dryfem 123

gdzie
il 0 1 0 0 Y1
= 29| €R3, A= 0 0 1|, g= 10|, oraz yé ya| € R3.
3 —ap —ap —az b Y3
(3.234)
Skupimy odtad uwage na réwnaniu stanu (3.232), ktére mozna zapisa¢ w nastepujacej
postaci:
il T 0
z = flx)+gv = To| = x3 + (0] v, (3.235)
i‘g —apr1 — a1ro — a2x3 b

gdzie f(x) 2 Ax jest dryfem, a g jest stalym polem-generatorem systemu. Aby uczynié
analize powyzszego systemu jak najbardziej spojna, z punktu widzenia metodologii VFO,
z analiza dotychczasowych przykladéw, zdefiniujmy pomocniczo i bez utraty ogdlnosci

rozwazan nowe zmienne stanu?® oraz sygnat wejsciowy v jak nastepuje:
A A A
q1 = T3, g2 = T2, g3 = 1, (3.236)
Al
v = o (aos + avwy + azay) + i, (3.237)

gdzie u; € R jest nowym wejsciem sterujacym. Podstawiajac (3.237) do (3.235) otrzymu-

jemy nastepujaca posta¢ modelu rozwazanego systemu we wspotrzednych g 2 [q1 ¢2 3] €

R3:
qQ 1 0
YAps : G2| = [0l w1+ |q1] - (3.238)
3 0 72

Od tej chwili uwaga skupiona bedzie na systemie 3 4 pg, dla ktérego wyprowadzone zostanie
prawo sterowania VFO, poprzez analogie do wszystkich dotychczas rozwazanych przyktadow.
Zatem ostateczna postaé sterowania v dla systemu oryginalnego (3.235) wynikaé¢ bedzie z
réwnania (3.237) i zaprojektowanego nizej sktadnika wynikajacego z metodologii VFO.

Model (3.238) nalezy do grupy systeméw holonomicznych, ktérego ogélna strukture

mozna zapisaé nastepujaco: ¢ = giu1 + f2(q), gdzie g1 a [1 0 0] jest statym polem-

generatorem, a fa(q) 2 [0 g1 go]7 stanowi dryf systemu. Poréwnujac (3.238) z ogdlna
postacia bezdryfowych systeméw X (patrz (2.1)) latwo zauwazy¢, ze pole wektorowe fa(q)
mozna réwnowaznie potraktowaé jako iloczyn go(q)us, w ktérym ug = 1 oraz ga(q) =
f2(q). Zatem pole wektorowe fa(q) bedzie od tej chwili interpretowane jako drugie pole-
generator systemu X 4pg. Przyjecie takiej interpretacji ma jedynie charakter pomocniczy.
Utatwi ono ukazanie daleko idacych analogii w zastosowaniu metodologii VFO do modelu
(3.238), w $wietle wezedniej przytoczonych przyktadéw. Aby zaznaczy¢ jednak, ze ¥ apg &
Y, w dalszej czeci tego podrozdzialu pozostawione zostanie oznaczenie fo(q) zamiast

oznaczenia ga(q).

26Wynikajace jedynie z potrzeby zamiany kolejnosci wspétrzednych w wektorze .
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Przywolujac ogblna posta¢ modeli podklasy (2.1)-(2.2) mozemy zapisaé¢ poprzez analogie:

0 0 )
f2(q) = falq12) = | fa(qn) G289 a|l = filqz2) = lqll e lqﬂ e R2.
f3(q2) 0 ? 1

(3.239)

W interpretacji, w ktorej przyjmujemy: fa(q) = g2(q) - 1 powiemy, ze system (3.238)
= +1). Zatem dryf w (3.238) spel-

nia miedzy innymi taka role, ktéra w podklasie 3 nalezy do sterowania popychajacego

jest popychany zawsze w strategii do przodu®’ (us

uo. W takiej interpretacji nie mamy wplywu na wartos¢ sterowania popychajacego uo,

28 zachodzi.

ale mozemy zmienia¢ kierunek i orientacje, wzdtuz ktérej proces popychania
Kierunek popychania wzdtuz pola fs jest bowiem funkcja stanu g systemu. Sterowanie
u; wystepujace w (3.238) ma bezposredni wplyw na ewolucje zmiennej ¢1, a posrednio
(poprzez relacje q2(7) = ¢2(0) + [ q1(§)d€) takze na ewolucje zmiennej g2, ktére z kolei
determinuja biezacy kierunek i orientacje pola fa(qi2) w R?. Wynika z tego, ze u; jest
sterowaniem orientujacym, ktérego rola bedzie taka zmiana orientacji pola-dryfu, by stan
systemu (3.238) zbiegal do stanu referencyjnego. W tym momencie zastosowanie strategii
VFO staje si¢ przejrzyste. Przeprowadzimy zatem podoba analize systemu X spg, jak w
przypadku wszystkich dotychczas rozwazanych systeméw z rodziny X.

Sprawdzmy cztery warunki konieczne stosowalnosci metody VFO.

Warunek W1: mozna pokazac, ze Vgcocprs system Y apg jest w pelni sterowalny:
det(C) =1 = rank(C) =3 = dim(q),

gdzie C jest macierza sterowalnosci:

(3.238)

c2 [gl 91, f2(q12)]  [f2(q12), [g1, f2(Q1,2)]]} = (3.240)

S O =
S = O
— o O

Warunek W2: z postaci pola fa(qi12) wynika, ze Vgeps\foy | fo(qr2)ll > 0 i wszys-
tkie punkty ¢ € R3 poza zerem sg regularne. Z tego wzgledu, iz w naszej interpre-
tacji sterowanie popychajace jest tozsamosciowo rowne jeden, degenerowanie sie dryfu
w poczatku ukladu wspoélrzednych nie stwarza zadnego problemu w procesie sterowania
metodg VFO?. Dlatego nie ma potrzeby w tym przypadku wylaczania punktu g = 0 z
przestrzeni konfiguracyjnej. Zatem dla systemu (3.238) warunek W2 nie jest warunkiem
koniecznym stosowalnosci metody VFO.

Warunek W3: dla ograniczonych wartosci ¢1, g2, czyli dla podprzestrzeni konfiguracyjne;j

A
Qups = {a € R’ : |au],[ga] < o0} (3.241)

pole f5(qi1,2) jest ograniczone.
Warunek W4: zmiana wartosci zmiennych q; oraz ¢o implikuje zmiane orientacji pola

2TW istocie winnismy powiedzieé, ze system (3.238) dryfuge.

28Lub inaczej w tym przypadku: proces dryfowania.

2Warunek W2 wynika miedzy innymi z zapewnienia ograniczonogci wspétczynnika ko 21 /g5l w
definicji sterowania popychajacego, ktére tutaj (w przyjetej interpretacji) jest tozsamosciowo réwne jeden.
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fi(q2) wR%:

219 + 2242 80[
cos o — - Q Ck((.h,2) = a
Q1,2

VA + 3G + a3

%0,

gdzie « = Z(f3(q12),2), a z = [21 22]7 € R? jest pewnym polem odniesienia.

Przynaleznos¢ poszczegdlnych sygnatéw modelu ¥ 4ps do odpowiednich zbioréw z
punktu widzenia metodologii VFO rozwazymy w oparciu o przyjete w rozdziale 2 definicje.
Posta¢ modelu (3.238) wskazuje, ze zmiennymi orientujacymi sa qi oraz q2: q1,q2 € Qo,
przy czym tylko g jest zmienna orientujaca sterowana bezposrednio. Warto podkresli¢, iz
z drugiego réwnania w (3.238) wynika réwniez, ze q2(7) = ¢2(0) + [y ¢1(§)d€. Zatem zmia-
na wartodci zmiennej ¢; pozwala na swobodna zmiang kierunku i orientacji pola fa(q),
ktoére jest w petni kierowalne i w pelni orientowalne w R?. Z pierwszego réwnania w (3.238)
wynika ponadto, ze sygnal u; € U, jest sterowaniem orientujacym. Ze wzgledu na drugie
réwnanie w (3.238), rozwazany system nie jest w pelni dekomponowalny na podsystem
wylaczenie orientujacy i podsystem wylacznie popychany?®?. Widaé¢ bowiem, iz ewolucja
zmiennej ¢o bedaca skutkiem dzialania niezerowego dryfu fo powoduje jednoczeénie zmia-
ne kierunku (orientacji) pola fo. Wynika z tego, ze czyste popychanie nie jest mozliwe
w systemie ¥ 4pg. Ostatecznie, przynaleznosé sygnaléw systemu (3.238) do odpowiednich
zbioréw mozna zapisa¢ w postaci zestawu nastepujacych relacji:

q1,92 € Qo,
q3 ¢ Qo,
YADS : u,us =1 € U,, (3.242)
u =1 € Mp,
UO N Up = {U,Q = 1}
3.4.1 Wykorzystanie metodologii VFO
Przyjmijmy ogdlng postaé pola h:
A hl() N ()
h(-) £ |ho()] £ l ! ] eR?  h*()eRx (3.243)
hs(-) )

Do systemu ¥ 4 pg zastosujemy teraz ogdlng strategic VFO, przy czym tym razem skorzy-
stamy z zaleznosci (2.13) przyjmujac dodatkowo, ze k(1) = +1. Zgodnie z (2.13) szukamy
takiego sterowania w1, ktére gwarantuje spelnienie relacji:

s y 3.239, 3.243) . ho(-

up lim ¢*(7) = h*(:) (253249 iy a(r)| _ |ha() , (3.244)
T—00 T—00 QQ(T) hg()

ktora okresla w tym przypadku tzw. warunki orientowania. Z postaci modelu (3.238)

wnioskujemy, ze powyzsze relacje nie moga by¢ spelnione natychmiastowo ze wzgledu na

catkowa zalezno$¢ zmiennej ¢; od sterowania orientujacego u; oraz ze wzgledu na catkowsq

30Lub tutaj: podsystem wylacznie dryfujacy.
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zalezno$¢ zmiennej gs od q;. Z tego wzgledu wprowadzimy nastepujace pomocnicze zmienne
orientacji:
A A
@2 () = hs3(),  qua(’) = ha() (3.245)

oraz pomocnicze bledy orientacji:
A A
€2a(7) = @2a(") — @2(7),  e1a(7) = qual’) — @1(7). (3.246)

Spelnienie (3.244) wymaga teraz znalezienia takiego sterowania uq, aby zapewni¢ asym-
ptotyczna zbieznosé bledéw es, oraz e, do zera. Zapewnienie zbieznosci dla btedu ey,
osiagniemy proponujac nastepujaca postaé¢ wspolrzednej hq(-) pola zbieznosci h:

hi(€1a,d1a) 2 kr€1a(7) + d1a(T) (3.247)

oraz przyjmujac nastepujaca postaé¢ sterowania orientujacego:

A . 3.247 A .
u1 = hi(e1a, 1a) 24 u1 = kie1a(7) + q1a(7), (3.248)

gdzie k1 > 0 jest wspélczynnikiem projektowym, a sygnal sprzezenia wyprzedzajacego ¢4
ma nastepujaca postaé¢ ogdlna:

. (3.245) -

qia(T) =" ha(e). (3.249)
Zbieznos¢ bledu ey, natomiast mozna osiagnaé posrednio przywolujac réwnanie go = q1 z
modelu (3.238) i definiujac w (3.245) element hs(-) jak nastepuje:

. . . . 3.245) -
ho (€20, G2a) 2 koeoa(T) + doa(r),  gdzie  doa(r) P2 (L), (3.250)

Przedstawiong metodologie VFO podsumowuje nastepujaca propozycja.

Propozycja 3.8 (Sterownik VFO dla systemu ¥ 4ps — postaé ogélna) Ogdina po-
staé¢ sterownika VFO dla modelu (3.238) gwarantujgca rozwigzanie zadania Sledzenia oraz
zadania stabilizacji jest nastepujgca:

A .
ur = ki(qia —q1) + d1as

gdzie k1 > 0, a q14 010z 14 2zdefiniowano ogdlnymi zaleznosciami (3.245) oraz (3.249).

Jak widaé, w tym szczegélnym przypadku sterownik VFO sktada sie tylko ze sterowania
orientujacego. Ponizej, w opraciu o propozycje 3.8, przedstawiona zostanie ostateczna
postaé prawa sterowania VFO, stuszna zaré6wno dla zadania Sledzenia jak i stabilizacji w

punkcie.
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3.4.2 Prawo sterowania VFO

Ze wzgledu na wlasnos¢ liniowoéci systemu 3 4 pg oraz jego holonomiczng nature, rozwazymy
tutaj jednoczesnie oba zadania sterowania — $ledzenie i stabilizacje w punkcie. Oba prob-
lemy bowiem mogg zosta¢ rozwiazane w tym przypadku w wyniku zastosowania tego
samego sterownika VFO.

Rozwazmy model (3.238) oraz ograniczona trajektorie referencyjna q.(7), 7 € [0,7),
gdzie T' > 0 jest horyzontem czasowym Sledzenia:

A q1¢(7) Al a q1:(0) + J5 ue(§)d§
q:(7) = |qu(T)| = lq*(T)l = @2¢(0) + que(0)7 + [fg u1e(§)dg> € R?,
w(r)] L% 0+ 07+ 05007+ ([ i)
3.251
przy czym zakladamy, ze
u1t(7) € Loo,Ct. (3.252)

W przypadku trajektorii zdegenerowanej do statego punktu referencyjnego, w definicji
(3.251) nalezy przyja¢ uis = 0 oraz q1¢(0), g2:(0) = 0 otrzymujac:

0 0
a(n=a¢2| 0 |=]0|cRr (3.253)
q3t(0) qst

Przywotujac fakt, iz zmienne stanu q(7) sa zmiennymi fazowymi mozemy od razu zapisaé:

A G1e(7) (3:238) (T)
Q(7) = q'zt(T =" |qu(r) | €R?, (3.254)
Q3t 7' q2t T)
A _ijlt(T Ult 7’ Ult 7’
Gi(1) = | Gat(T) | = | due(7) uye(r)| € R?, (3.255)
|G (T) 4ot (T) qu(7)
(G 14(7) Ult(T) tie(7)
. 8.255) | .
q.(7) 2 Tor(T)| = | G1e(7) ( ) ap(1)| € R3. (3.256)
| 3¢(7) Q2t( ) u1(7)

Zdefiniujmy blad odtwarzania sygnatu referencyjnego:

e1(m)] a que(7) — qu(7)
6*(T)] =q(1) —q(1) = |qoe(7) — q2(7) | € R3, (3.257)
q3t(T) — q3(7)

e1(7) [
e3(T)

ktory dla przypadku trajektorii zdegenerowanej do stalego punktu referencyjnego ma
postac:

—qu(7)
—qo(r) | € R®. (3.258)

g3t — q3(T)

Okreslimy teraz szczegdlowo wyrazenia definujace ogdlng postaé sterowania orientujacego

3.253
e(r) 2 g — q(r) PZY

uy przedstawionego w propozycji 3.8. W tym celu zdefiniujemy pole h. Aby to uczynic,
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pozostaje okresli¢ jawna posta¢ wspélrzednej hs(-). Ze tego wzgledu, iz zmienna ¢g nie jest
zmienna orientujaca, przyjmijmy (podobnie jak to czyniliémy we wszystkich dotychcza-
sowych przykladach) nastepujaca definicje:

LA :
hs(es, dst) = kses(T) + dae(7), (3.259)

gdzie k3 > 0 jest parametrem projektowym, a sygnaly ¢s; oraz ez wynikaja bezposrednio z
(3.254) oraz (3.257) (lub (3.258)). Pelna postaé pola zbieznosci h przedstawia si¢ ponownie

jako liniowa kombinacja odpowiednich bledéw odtwarzania i sygnaléw wyprzedzajacych:

kieia(T) + G1a(T)
koeoq(T) + doa(T)| € R (3.260)

k3e3(7) + q3¢(7)

1>

h(ela, €2q, €3, QIaa (j2aa Q3t)

Korzystajac z faktu, iz g3,q2 1 ¢1 sa zmiennymi fazowymi oraz wykorzystujac (3.259),
definicje (3.247) i (3.250) mozemy okresli¢ bardziej szczegdltowo i wyrazié¢ je jako funkcje
sygnaléw referencyjnych, bledu odtwarzania pozycji i jego pochodnych lub jako funkcje
sygnaléw referencyjnych, wszystkich bledéw odtwarzania i sterowania referencyjnego (Do-

datek B.4):

3.250, 3.259
p, (:290.3259)

hy

(ko + k3)és + kaokzes + G3r = (ka2 + k3)ea + kakses + qut, (3.261)

247, 3. . .
(8247, 3.259) (k1 + ko + k3)é3 + (k1ko + k1ks + koks)és + k1kaokzes + Q3¢ =

= (k‘l + ko + k3)€1 + (klkig + k1ks + k2k3)€2 + k1kokses + uig, (3.262)

gdzie z (3.257) mamy: és = ¢3¢ — 3 oraz €3 = G — g3. W efekcie, pole z (3.260) moze
zostaé alternatywnie wyrazone w nastepujacy sposob:

(k‘l + ko + kg)ég(T) + (kilk‘Q + k1ks + k:gk‘g)ég(T) + klengeg(T) + .('].315(7')
h(es; qst) = (ko + k3)és(T) + kakses(T) + §ae(7)
kses () + gst(7)
(3.263)
lub jako:

(/{?1 + ko + /{?3)61 (T) + (klkg + klkg + k2k3)62(7') + k1k2k363(7') + ult(T)
h(e,q:) = (k2 + k3)ea(T) + kokses(T) + que(T)
kses3(T) 4 qai(7)
(3.264)
Warto zwrécié¢ uwage na kaskadowq strukture otrzymanych postaci pola zbieznosci (3.263)
oraz (3.264). Nalezy jednoczes$nie podkresli¢, iz w zaproponowanej postaci pola h mamy:
ho % hs oraz hy # hy pomimo, iz g3, 2 1 ¢1 sa zmiennymi fazowymi.

Podobnie jak w rozwazanych wczesniej przykladach systeméw nieholonomicznych,
sktadowa h; okresla sposéb zbieznosci dla zmiennej orientujacej q1. Dodatkowo sktadowa
hso okresla tutaj sposéb zbieznosci dla zmiennej orientujacej go. Ponownie poprzez analogie
wnioskujemy, iz wprowadzenie propozycji (3.260) pozwala na powigkszenie si¢ bledéw eq
oraz es w poczatkowej fazie stanu przejsciowego, ale dzieki temu zapewnia szybka i natu-
ralng zbieznosé zmiennej g3 do sygnatu referencyjnego gs;. Zauwazmy, ze zmienne ¢ oraz
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g2 maja w interpretacji fizykalnej posta¢ odpowiednio przyspieszenia i predkosci, pod-
czas gdy g3 jest sygnatem pozycji. W tym momencie interpretacja geometryczna wynika-
jaca z metodologii VFO znajduje intuicyjne uzasadnienie takze w interpretacji fizykalnej,
w ktorej to zmiana przyspieszenia, a w konsekwencji zmiana predkosci, winny w stanie
przejsciowym sprowadza¢ sygnal pozycyjny g3 do sygnalu referencyjnego ¢s; i dopiero po
znalezieniu sie zmiennej g3 w okolicy g3; winny przechodzi¢ w sposéb ciagly w sygnalty g1,
oraz qot. Z tego wzgledu nalezy spodziewac sie, ze w otoczeniu punktu es = 0, pomocnicze
btedy orientacji ey, i es, beda zbiega¢ do odpowiednich btedéw odtwarzania e; i es.

Przywotujac analogiczne rozwazania przeprowadzone dla systemoéw nieholonomicznych
mozna powiedzie¢, iz i w tym przypadku strategia sterowania metoda VFO wunika jed-
noczesnego sprowadzania wszystkich btedéw e;, i = 1,2,3 do zera w zamian za zbieznosé
niejako sekwencyjng, dajac w zamian naturalna i nieoscylacyjna ewolucje zmiennej pozycji
g3 do wartoéci referencyjnej®!. Ostatecznie mozemy zapisaé co nastepuje.

STEROWNIK 7 Na podstawie (3.248) oraz (3.262) sterownik VFO dla systemu (3.238)
gwarantujgcy rozwigzanie zadania Sledzenia @ stabilizacji ma nastepujgcg postac:

A .
ur = ki(qia—q1) + dia =

(3.262) (kl + ko + kg)ég + (klkg + k1ks + kgkg)ég + k1kokses + .qigt, (3.265)

gdzie wspolczynniki ki, ko, ks > 0 stanowiq parametry projektowe oraz

(3.257) ) . . . ;
€3 = {3t —Gq3 = €3 =43t — g3 = €3 = 43t — g3,
a sygnaly referencyjne Gst, g3 oraz q 3¢ wynikajq z (3.254)-(3.256).
&

Twierdzenie 3.9 Dane sq sygnaly referencyjne (3.251). Ciggle prawo sterowania VFO
(8.265) zastosowane do systemu (3.238) gwarantuje globalng jednostajng i wykladniczq
zbieznosé bledu sledzenia (3.257) w takim sensie, Ze:

lim e(r) =0

T—00

dla dowolnego ograniczonego e(0) € £y = R3.

Dowéd. Skupmy na poczatku uwage na ewolucji pomocniczych btedéw orientacji. Pod-
stawiajac do (3.238) ogélna postaé sterowania orientujacego uq z (3.248) uzyskujemy réw-
nanie:

€1qa + k1€14 = 0,

z ktoérego wynika, ze g1 zmierza wyktadniczo do pomocniczej zmiennej orientacji qi4:

€1a(7) € Lo A lim e14(7) =0 = Tllrgo @1(7) = q1a(7) (8.245) ho(7).  (3.266)

T—00

31Wniosek ten, na razie intuicyjny, zostanie formalnie rozpatrzony ponizej.
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Nastepnie, przywolujac drugie réwnanie modelu (3.238) mozemy zapisaé: o = ¢1 = uj.
Korzystajac ponownie z postaci ogélnej (3.248) sterowania w; mamy:

. . (3.245 . . (3.250 ) ) .
Go = k1(q1a — q1) + G1a (3:249) ki(hy — d2) + ho (3250 ki(kaeaq + é2q) + k2624 + G2,

co po uporzadkowaniu daje:
é9q + (k1 + ko)éaq + k1koea, = 0. (3.267)

Z powyzszego réwnania wynika, ze dla k12 > 0 zmienna g2 zmierza wykladniczo i bez

oscylacji*? do pomocniczej zmiennej orientacii gaq:

e2(T) € Loo A lm esa(r) =0 = lim go(r) = qaa(r) "= ha(r).  (3.268)

T—00

Przejdzmy teraz do kwestii ewolucji bledu es. Z (3.257) wynika, ze: es = g3t — g3 =
é3 = (3t — §3. Z ostatniego réwnania w modelu (3.238) mamy ponadto:

) ) ) (3.259)
3=q2 = €3=¢q3x—q2 = h3—kze3—qo,

co po uporzadkowaniu daje nastepujace réwnanie pomocnicze:

. . A 3.245

és+ kses =1, gdzie r=hs—q (5.245) G2a — G2 = €24. (3.269)
Do powyzszego réwnania wrocimy w dalszej czesci pracy. Teraz jednak wykorzystamy
postaé¢ sterowania orientujacego ui z (3.265). Zastosowanie (3.265) do systemu (3.238)
pozwala na uzyskanie nastepujacego rownania rézniczkowego:

€3+ K163 + K3 + kaez = 0, (3.270)

gdzie k1 2 k1 + ko + k3, Ko = k1ko + koks + k1ks oraz ks = k1koks. Wykorzystanie (3.270)
tacznie z przywotaniem nastepujacych stusznych zwiazkow: és = eq, é2 = €1 oraz é; = ‘€3
pozwala zapisa¢ jednorodne réwnanie rézniczkowe dla catego wektora btedu odtwarzania:

—R1 —K2 —R3
é(t) = He(r), H=|1 0 0 1, (3.271)
0 1 0

gdzie dla ki, ko, ks > 0 wszystkie wartosci wlasne macierzy H sa rzeczywiste ujemne, co
bezposrednio wynika z rownania charakterystycznego tej macierzy:

N (ky 4 ko + k)N + (kiko 4 koks 4 k1ks)\ + kikoks = 0.

Pierwiastkami tego réwnania sa liczby rzeczywiste: A\ = —ki, Ao = —ko, A3 = —k3.
Whnioskujemy zatem, iz dla dowolnych dodatnich wspdélczynnikéw k;, ¢ = 1,2,3, bledy
e; () zmierzaja wykladniczo do zera. Z postaci réwnania (3.270) wynika takze, iz zbieznosé
bledu e (czyli bledu odtwarzania pozycji) bedzie miala charakter nieoscylacyjny dla
dowolnych k1, ko, k3 > 0.

32R6wnanie charakterystyczne dla (3.267) posiada dwa pierwiastki rzeczywiste ujemne: A1 2 = —ki 2.
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Mozna prosto pokazaé¢ (patrz Dodatek B.4), ze w granicy zachodza nastepujace relacje:

hl(eltu 63) - qlt(7)7
lim h2 (62(17 63) - QQt (T)7 (3272)
€1a,€2q,e3—0 .
hs(es) = dai(7).

Zatem po nalozeniu orientacji pél g* oraz h* i dla ¢q3 znajdujacego si¢ w poblizu sygnalu
referencyjnego ¢3¢, pole h przechodzi w referencyjna predkosé stanu gy (7).

Z (3.270) wynika, ze e3(7), é3(7), €3(7) € L. Zatem z (3.265), (3.256) oraz z zalozenia
(3.252) wynika, ze u1(7) € Loo.

Przywolajmy teraz wyprowadzone wczesniej réwnanie (3.269). Z wniosku o wyklad-
niczej zbieznosci bledu es do zera wynika, ze element hs w (3.269) jest ograniczony
(por.(3.259)). Przywolujac teraz (3.268) mozemy wnioskowaé, ze lim, . r(7) = 0. Jed-
noczesnie zbieznos$¢ sygnatu r do zera jest tym szybsza, im szybciej e, zmierza do zera.
Natomiast z (3.267) wynika, iz zbiezno$é¢ ey, jest tym szybsza im wieksze sa wartosci
wspdtezynnikéw ki oraz ks. Wspolezynniki te bezposrednio odpowiadajg za efektywnosé
procesu naktadania orientacji pola ¢* na orientacje pola h*. Zwiekszanie efektywnosci pro-
cesu orientowania (poprzez zwiekszanie wspolezynnikéw kq oraz ko) skutkuje pozornym
obnizaniem rzedu dynamiki dla btedu es, ktéra w skrajnym, granicznym przypadku dla
k1, ko — oo staje sie dynamika rzedu pierwszego zgodnie z réwnaniem (3.269), w ktérym
przyjmiemy eg, = 0. Analogiczny wynik dostaniemy dzielac obie strony réwnania (3.270)
przez iloczyn k1ks i przechodzac w wyrazenie graniczne dla k1, ks — co. Takie zachowanie
sie btedu e3 jest zgodne z dotychczasowymi wnioskami uzyskanymi dla systeméw nieholo-
nomicznych, gdzie btad e* tez spelnia liniowe réwnanie rzedu pierwszego w granicy dla
idealnego nalozenia pola g3 na pole h*, czyli dla » = 0. Zgodno$¢ taka moze swiadczy¢
o tym, iz pozorna redukcja rzedu dynamiki zmian bledu e jest cecha charakterystyczna
metody orientowania pél wektorowych.

Pelne odniesienie si¢ do metody VFO wymaga jeszcze sprawdzenia czy w granicy
dla e1q, €9, — 0 orientacje pol ¢* oraz h* rzeczywiscie zostana uzgodnione. Zdefiniujmy
kosinus kata orientacji « 2 Z(q*, h*):

g Th*  (3.239,3.243) Goho + g3hs (3.238) q1hs + q2h3

IR NCENCENT Vi + a3y h3+ 3

Fatwo sprawdzi¢ poprzez bezposrednie podstawienie, ze dla eqq, €2, — 0, czyli dla g1 — ho

cosx =

oraz qa — hg, kosinus zmierza do wartosci 41, co §wiadczy o spelnieniu relacji (2.13).
O

Uwaga 3.18 Wszystkie rozwazania i wnioski zwigzane ze zbiezno$ciq sygnalow qp =
x3,q2 = xg oraz g3 = w1 pozostajqg w mocy dla systemu wyjsciowego (3.235) po przejs-
ciu do oryginalnej kolejnosci zmiennych x1 = q3,x2 = q2,T3 = q1.

Zwrbéémy na koniec uwage na definicje (3.265) oraz postaé pelnego sterowania (3.237)
dla systemu oryginalnego (3.235). Sygnal v zdefiniowany w (3.237) stanowi klasyczna
wewnetrzna petle odsprzegajaca (dla ukladéw nieliniowych bedzie to petla linearyzujaco-
odsprzegajaca), a wyprowadzone w oparciu o metode VFO sterowanie orientujace wup
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z (3.265) stanowi kombinacje liniowa sprzezenia zwrotnego oraz sprzezenia wyprzedza-
jacego. Pelne sterowanie zatem, jest dobrze znanym z literatury robotycznej tzw. prawem
sterowania z dynamikg odwrotng. Pojawia sie konkluzja, iz zastosowanie metodologii VFO
nie doprowadzito nas w tym przypadku do nowego algorytmu sterowania, czego wrecz
trudno byltoby sie spodziewaé dla tak dobrze poznanych i zbadanych systemoéw liniowych.
Warto jednak zwrécié uwage przynajmniej na dwa istotne fakty, ktére uzasadniaja prébe
wykorzystania metody orientowania pél wektorowych do systemoéw liniowych.

Pierwszy z nich zwiazany jest z kwestia zbadania ogélnosci metody VFO i z proba
unifikacji podejécia do zagadnien sterowania dla réznych klas systeméw dynamicznych.
Okazuje sie, ze metoda VFO moze by¢ stosowana zaré6wno do ukladéw liniowych jak i
nieliniowych, z dryfem i bezdryfowych dajac w efekcie podobne wtasnosci uktadu zamknie-
tego (szczegdlnie jesli chodzi o sposéb zbieznosci bledéw regulacji). Systematyczna analiza
modeli wspomnianych systeméw z punktu widzenia metodologii VFO pozwala na zauwaze-
nie pewnych wspdélnych cech tych systeméw, ktore utatwiajg interpretacje poszczegdlnych
sktadnikéw w wyprowadzonym prawie sterowania.

Drugi aspekt dotyczy parametrycznej syntezy ukitadu sterowania. O tym problemie
wspominano juz przy okazji analizy wcze$niejszych przyktadéw, gdzie zauwazono, iz syn-
teza ta jest wyjatkowo prosta dla sterownikéw VFO, z przejrzysta interpretacja wpltywu
poszczegdlnych wspoélezynnikéw na jakosé sterowania niezaleznie od charakteru sygnaléw
referencyjnych i warunkéw poczatkowych. Wydawaloby sie, ze w przypadku systemu li-
niowego nie mozna juz nic wiecej osiagna¢ w tym zakresie poza technikami znanymi z teorii
uktadow liniowych. Jednak okazuje sie, iz metoda VFO zapewnia dla uktadéw liniowych
zawsze nieoscylacyjny przebieg sygnatu btedu pozycji, niezaleznie od przyjetych wartosci
wspblezynnikéw regulatora. Jest to cecha pozadana, ktora dodatkowo zwalnia projektanta
z koniecznosci, czesto zmudnego, poszukiwania odpowiednich warto$ci wspotczynnikow
projektowych sterownika. Efekt pozornej redukcji rzedu dynamiki sugeruje bardzo prosty
algorytm doboru nastaw. Mozemy go sformutowaé¢ w postaci dwoch wskazdwek:

S1. wybierz trzy dodatnie wspotezynniki k1, ks 1 k3 réwne trzem zadanym rzeczywistym
wartosciom wtasnym ukladu zamknietego,

S2. w zaleznosci od zadania stopnia redukcji rzedu dynamiki dla btedu odtwarzania pozy-
cji, wybierz odpowiednio duze wartosci wspotczynnikow kq oraz ko tak, by wartosci
wlasne A\; = —kj i Ay = —ky staly si¢ nieznaczace w stosunku do wartoséci A3 = —ks.

Wydaje sig, iz geometryczna interpretacja wynikajaca z metody VFO pozwala ujrze¢ w
nieco innym $wietle sposob ewolucji rozwazanych systeméw, takze liniowych. Jednoczesnie
daje ona alternatywne (geometryczne) uzasadnienie dla dobrze znanych technik i sposobéw
projektowania sterowania, ktére dotychczas wynikaly jedynie z czysto abstrakcyjnej for-
malnej analizy réwnan rézniczkowych modeli sterowanych systeméw.

3.4.3 Wyniki badan symulacyjnych

Charakterystyczne cechy wyprowadzonego sterownika VFO dla systemu X spg, przed-
stawiaja wyniki przeprowadzonych symulacji numerycznych. Obliczenia wykonano dla
zmiennego kroku catkowania metoda ODE/5 (Dormand-Prince) w horyzoncie czasowym
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T € [0,T], T = 5[s]. Podczas symulacji, sygnaly predkosci ¢o, s sterowanego systemu
wystepujace (niejawnie) w definicjach (3.247) oraz (3.250) byly obliczane zgodnie z réw-
naniem (3.238).

Symulacje zrealizowano z wykorzystaniem sterownika (3.265) dla zadania $ledzenia
trajektorii zmiennej w czasie. Trajektorie referencyjna generowano na podstawie definicji
(3.251). Wybrano nastepujace sterowania referencyjne i warunki poczatkowe:

1>

u1(T) 2 §in 0.57, q:(0)

Zgodnie z podzialem trajektorii referencyjnych z rozdziatu 2 i zgodnie z przyjeta interpre-
tacja pola fa(q) = g2(q) - 1, wybrana trajektoria referencyjna jest typu T3 (popychajaco-
orientujaca). Podczas symulacji przyjeto nastepujace wartosci wspétezynnikéw: k1 = 10,
ko = 5 oraz k3 = 2. Czasowe przebiegi najwazniejszych sygnaléw?3 przedstawiaja rys. 3.95-
3.99. Wynikowa §ciezka stanu sterowanego systemu w R? oraz jej rzut w podprzestrzen
R? pokazane zostaly na rys. 3.100 oraz 3.101, gdzie zaznaczono réwniez stan poczatkowy
q(0).

7 rys. 3.95 widaé, iz blad e3 zmierza do zera bez oscylacji. Rys. 3.97 wskazuje, ze
takze bledy pomocnicze zmierzaja wykladniczo do zera z tym, ze rzad dynamiki bledu eg,
jest o jeden wiekszy od rzedu dynamiki sygnatu e;,. Warto zwréci¢ uwage takze na duza
efektywnosé procesu orientowania wynikajaca z przebiegu cosa (rys. 3.96). Pozorna re-
dukcja rzedu dynamiki bledu $ledzenia es (patrz réwnanie (3.270)) zostala przedstawiona
na rys. 3.102, gdzie wykreslono przebieg tego sygnatu jako wynik symulacji dla nastepu-
jacych wartosci parametréw sterownika: k1 = 30, ko = 15 oraz kg = 2.

3.4.4 Podsumowanie

Powyzszy punkt przedstawia wykorzystanie metody VFO do zadan sterowania dla afini-
cznego systemu liniowego z dryfem. Jest to przyktad wykraczajacy nieco poza gtéwny nurt
prezentowanej pracy, gdyz dotyczy modelu, ktéry nie nalezy do tytulowej podklasy sy-
steméw nieholonomicznych. Pokazuje on jednak, iz stosowalnos¢ metodologii orientowania
pol wektorowych jest szersza niz wskazywalyby na to wczedniejsze rozwazania i pozwala
(przynajmniej w pewnym zakresie) na unifikacje podejscia do projektowania, analizy i
syntezy sterowania dla systeméw dynamicznych, tak liniowych jak i nieliniowych, o réznych
wlasnosciach modelu. Zastosowanie metodologii VFO do systemu liniowego doprowadzito
do dobrze znanego z literatury prawa sterowania z dynamika odwrotna. W przeswiadczeniu
autora, poprzez wprowadzone interpretacje geometryczne, prawo to ukazane zostalo w
nowym $wietle, a metoda VFO pozwolita w tym przypadku maksymalnie uproscié¢ proces
syntezy wyprowadzonego sterownika. Przeanalizowany przykilad stanowi pierwsza prébe
rozszerzenia stosowalno$ci metodologii orientowania podl wektorowych na uktady spoza
rodziny systeméw bezdryfowych. Wymagane sg dalsze prace w tym kierunku. Zostana
one podjete w niedalekiej przysztosci.

33Na rysunkach nie oznaczono jednostek sygnatéw, aby zachowaé ogdlnoéé rozwazai.
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Rys. 3.95: Saps: trajektoria T3 — bedy $ledzenia: e1 (-), e2 (- -), e3 (-.-).
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Rys. 3.96: Yaps: trajektoria T3 — efektywnoéé orientowania pola ¢* jako przebieg cos o, gdzie o =

2(¢", h").

Rys. 3.97: Saps: trajektoria T3 — pomocnicze bledy orientacji: e1, () oraz ez, (- -).
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: trajektoria T3 — sygnal sterujacy wui.
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Rys. 3.99: Saps: trajektoria T3 — bezwzgledne wartoéci btedéw sledzenia: |e1| (), |e2| (- -), |es| (--) w
skali logarytmiczne;j.
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Rys. 3.100: Z4ps: trajektoria T3 — éciezka  Rys. 3.101: Saps: trajektoria T3 — éciezka
kredlona przez stan systemu sterowanego oraz  kreslona przez stan systemu sterowanego oraz
Sciezka referencyjna (linia ciagla) w przestrzeni  $ciezka referencyjna (linia ciagta) w przestrzeni
R? (zaznaczono poczatkowy stan systemu g(0)).  R? (zaznaczono poczatkowy stan systemu q(0)).
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Rys. 3.102: S aps: trajektoria T3 — przyktad pozornej redukeji rzedu dynamiki btedu $ledzenia es (dla
parametréw sterownika: k1 = 30, k2 = 15, k3 = 2).
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3.5 Uogoblnienia i komentarze

W biezacym rozdziale przedstawione zostaly cztery przyklady wykorzystania metody ori-
entowania pél wektorowych do realizacji zadan $ledzenia i stabilizacji dla systeméw o
tréjwymiarowym wektorze stanu. Pierwsze trzy analizowane modele nalezaly do tytutowej
podklasy bezdryfowych systeméw nieholonomicznych. Czwarty przyktad stanowil prébe
rozszerzenia stosowalnoéci metodologii VFO na systemy spoza rodziny X..

W oparciu o przytoczone przyklady, mozna zauwazyé¢ pewne cechy ogélne strategii
VFO oraz schemat postepowania wynikajacy z zastosowania metodologii VFO. Ponizej
przedstawimy podstawowe wnioski nasuwajace sie po przeanalizowaniu wspomnianych
przyktadéw oraz podkreélimy najbardziej istotne cechy sterownikéw VFO.

W pierwszej kolejnosci zauwazmy, ze proces projektowania prawa sterowania VFO dla
systemow z rodziny > mozna podzieli¢ na kilka podstawowych etapéw, wspélnych dla

kazdego systemu:

El. analiza modelu i okreslenie podprzestrzeni konfiguracyjnej Q@' C R™ pozwalajacej na
zastosowanie metody (sprawdzenie warunkéw koniecznych W1-W4),

E2. wyprowadzenie warunkéw orientowania w oparciu o relacje (2.11) lub (2.13),

E3. wprowadzenie pomocniczej zmiennej orientacji g, i pomocniczego bledu orientacji

A . . . .
€a = ¢q — q na podstawie wyprowadzonych warunkéw orientowania34,

E4. konstrukcja pola wektorowego zbieznosci h € R™,

E5. zdefiniowanie sterowania orientujacego uy i popychajacego us zgodnie z nastepuja-
cymi réwnaniami (poréwnaj propozycje 3.1, 3.3, 3.5 oraz 3.8):

k1eq(T) + qu(T), k1 >0
ka2(q) || R*(7)]| cos av,

ul(q, Qt)

UVFO -
ug(q, Qt)

> 1>

ktorych szczegdltowa postaé zalezy od modelu rozwazanego systemu.

Mozliwos¢é wyodrebnienia powyzszych etapéw, a takze istnienie wspdélnej i intuicyjnej in-
terpretacji geometrycznej dla proponowanego sterowania moga $wiadczyé (przynajmniej
w pewnym zakresie) o spdjnosci i ogblnosci strategii VFO. Wydaje sie takze, iz uzasa-
dniajg one okreslenie metodologia w odniesieniu do prezentowanej koncepcji.

Kolejna kwestia dotyczy wprowadzenia i definiowania pola zbieznosci h € R™, a w kon-
sekwencji sposobu zbieznosci poszczegdlnych blteddéw regulacji wystepujacych w uktadzie.
We wszystkich analizowanych przyktadach zaproponowano wspdélny sposéb projek-
towania pola h € R", ktore sktadalo sie z liniowej kombinacji wazonych bltedéw regulacji

31Dla systeméw, dla ktérych dim(q) > 3 oraz dla przytoczonego przyktadu systemu liniowego z dryfem,
etap 3 wymaga zwykle wprowadzenia kilku pomocniczych zmiennych orientacji i tym samym kilku pomoc-
niczych bledéw orientacji.
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badZz wazonych pomocniczych btedéw orientacji oraz ze sktadnikéw sprzezenia w przdd,
przy czym dlai=1,...,n:

B A {ki(%‘t —q) fon,  Jezeli qi A qia
ki(qia — @i) + Gias  Jezeli ¢ = Gia
gdzie
A | ¢ dla zadania $ledzenia,
vit = {q'm dla zadania stabilizacji,
a wyrazeniem ¢; = ¢; oznaczono fakt, iz zmiennej stanu ¢; odpowiada wprowadzona zmi-

enna pomocnicza orientacji ¢;, wynikajaca z realizacji etapu E33°

. Taka konstrukcja pola
h determinuje specyficzne zachowanie sie btedéw regulacji w stanach przejsciowych, a tym
samym charakterystyczna ewolucje catego systemu podczas dochodzenia do stanu refer-
encyjnego. Zauwazmy mianowicie, iz dla wszystkich przytoczonych przyktadéw systeméw
nieholonomicznych zbieznoé¢ btedéw ei,, e* oraz e; ma charakter w pewnym sensie sek-
wencyjny. Sekwencyjnosé ta polega na wystepowaniu zaleznoéci zbieznosci jednych bteddw
od zbiezno$ci drugich i znajduje potwierdzenie w przyjetej metodyce dowodowej. Cecha
charakterystyczna jest tutaj kluczowa rola zmiennej orientujacej (zmiennych
orientujacych), ktéra poczatkowo pomaga pozostalym zmiennym stanu osiagnaé¢ otocze-
nie ich wartoéci referencyjnych w n — 1-wymiarowej przestrzeni stanu, a dopiero potem w
sposéb ciagly zbiega do wartosci referencyjnej. Zatem sktadowa h; odpowiadajaca zmien-
nej orientujacej g; wskazuje kierunek zbieznosci do pomocniczej zmiennej orientacji q;q, a
nie jak w przypadku pozostalych zmiennych, do wartosci referencyjnej g;;. Waznym jest
zatem, aby zagwarantowac¢ zbiezno$é ¢;, do sygnalu referencyjnego ¢;; dopiero w granicy,
gdy pozostale zmienne stanu osiggaja swoje wartosci referencyjne. Odpowiedzialno$é za
spelnienie tego wymagania spoczywa na projektancie pola zbieznosci h. Taka strategia
sterowania zapewnia naturalny, nieoscylacyjny ruch systemu w etapie przejSciowym i w
przypadku robotéw mobilnych odpowiada codziennym doswiadczeniom kierowcéw nieholo-
nomicznych pojazdéw kolowych.

Sposéb konstruowania pola zbieznosci h przedstawiony w tej rozprawie nie jest je-
dynym mozliwym sposobem, a stanowi jedynie propozycje pozwalajaca na odpowied-
nie ksztaltowanie procesow przejSciowych sterowanego systemu. Ciekawym problemem
badawczym wydaje sie zatem konstrukcja innych, alternatywnych postaci tego pola i ana-
liza wplywu tych postaci na ewolucje systemu, a takze na polozenie punktéw nieciagtosci
sterowania w przestrzeni btedu regulacji.

Interpretacja geometryczna odpowiadajaca metodzie VFO oraz uzyskane wlasnosci
praw sterowania VFO nasuwajg przypuszczenie, iz strategia ta moze stanowié¢ uogdlnie-
nie koncepcji sterowania we wspotrzednych biegunowych stosowanej dotychczas gléwnie
do modelu robota jednokotowego dla zadania stabilizacji®® (patrz np. [ACBB95, Ast96,
MCS99, Chw04]). W interpretacji metody VFO, poprzez zmiane wartosci zmiennej orien-

tujacej sterownik niejako nakierowuje sterowany system w n—1-wymiarowej podprzestrzeni

35Przypomnijmy, ze nie dla kazdej zmiennej orientujacej wprowadza sie zmienna pomocnicza. Przykla-
dem jest model manipulatora NHM3, w ktérym zmienna stanu 02 jest zmienng orientujaca, dla ktoérej
jednak nie wprowadza sie zadnej zmiennej pomocniczej w procesie projektowania sterowania VFO.
36Potrzebe takiego uogdlnienia sygnalizowano w pracach [KM95, OLV02).
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stanu®?

na cel zdefiniowany wektorem referencyjnym g; € R"~! i jednoczeénie popycha
podsystem g* € Q* wzdtuz tak osiagnietego kierunku. Jest to schemat odpowiadajacy do-
brze znanemu z zycia codziennego i intuicyjnemu sposobowi jazdy rowerem, samochodem
czy innym pojazdem kolowym w sytuacji gdy znajduje sie on z dala od pozadanej tra-
jektorii jazdy lub miejsca parkowania. Tutaj schemat ten zostal uogdlniony i zastosowany
takze do innych systeméw, ktorych model rézniczkowy wykazuje stosowne wiasnosci w

Swietle przyjetej interpretacji.

Zastosowanie we wszystkich zamieszczonych przyktadach wspélnej strategii sterowania
zaréwno dla problemu §ledzenia jak i stabilizacji w punkcie®® nasuwa kolejny kierunek dal-
szych badan zmierzajacych do zaprojektowania uniwersalnego prawa sterowania pozwala-
jacego na rozwiazanie obu probleméw za pomocg jednej uniwersalnej struktury sterownika.

Na uwage zastuguje, istotna z praktycznego punktu widzenia, cecha polegajaca na
bardzo prostej syntezie parametrycznej wszystkich wyprowadzonych sterownikéw VFO.
Dobér wartosci wspétezynnikéw projektowych proponowanych sterownikéw (kq oraz k)
gwarantujacy zadowalajaca jako$¢ dynamiczna sterowania nie zalezy od warunkéw pocza-
tkowych systemu ani od rodzaju sygnatéw referencyjnych. Swiadczyé moze o tym choéby
fakt, iz dla zdecydowanej wiekszosci préb symulacyjnych wszystkich testowanych systemow
przyjeto jednakowe wartosci poszczegdlnych parametréw projektowych i uzyskano prze-
biegi sygnaléw o podobnej jakosci dynamicznej. Mozna wnioskowaé zatem, iz charakter
uzyskiwanych proceséw przejéciowych jest cecha proponowanej strategii oraz metodologii
projektowej VFO i wynika przede wszystkim ze struktury proponowanych praw sterowa-
nia, a nie z wartosci poszczegdlnych wspdtczynnikéw projektowych.

Zastosowanie koncepcji orientowania pol wektorowych prowadzi generalnie do nieciagtych
(odcinkami ciaglych) praw sterowania. W przypadku zadania odtwarzania stalego punktu
referencyjnego strategia VFO pozwala na uzyskanie dwoch rodzajéw sterownikow:

e cigglego w czasie i nieciagtego w dziedzinie btedu asymptotycznego prawie stabiliza-

9

tora®® niezdefiniowanego w punkcie stabilizacji (punkt stabilizacji nie jest punktem

réwnowagi ukladu zamknietego) oraz,

e nieciagtego (odcinkami ciaglego) asymptotycznego lub praktycznego stabilizatora
dobrze okreslonego w kazdym punkcie przestrzeni bledu.

Wydaje sig, iz wspomniana nieciaglo$¢ rozwazanych praw sterowania VFO jest ich cecha
charakterystyczna i nie moze zosta¢ wyeliminowana ze wzgledu na koniecznos¢ zachowania
warunkéw stabilizowalnosci z twierdzenia Brocketta [Bro83]. Nieciaglo$é¢ ta nie sprawia
zadnych powaznych klopotéw numerycznych, co potwierdzaja uzyskane wyniki symula-
cyjne. Jednym z potencjalnych praktycznych probleméw w tej kwestii moze by¢ jednak
brak wlasnosci odpornosci na zaklécenia pomiarowe stanu w okolicy punktu stabilizacji.

3"Dotyczy systeméw, dla ktérych wprowadzono tylko jedna pomocnicza zmienng orientacii.

38Rézmice wynikaja jedynie z zastapienia predkosci referencyjnej predkoscia wirtualng oraz z innej
definicji znaku funkcji k(-).

39Zgodnie z terminologia wprowadzong przez Astolfiego [Ast96].
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Brak odpornosci wykazano w pracach [Ast96, KT02, S¢93] analizujac wybrane prawie sta-
bilizatory zastosowane do robota jednokolowego?’. Zagadnienie odpornosci sterownikéw
VFO z punktu widzenia réznych rodzajéw zaklécen oraz niepewnosci parametrycznej i
strukturalnej modelu nie zostalo jeszcze zbadane i pozostaje nadal problemem otwartym.

Jak juz wezesniej wspomniano, wykorzystanie metody VFO zaprezentowano tutaj tylko
dla modeli tréjwymiarowych. Skupienie uwagi na systemach tréojwymiarowych wynika
z checi wskazania daleko idacych analogii projektowych, uwypuklonych podczas analizy
systemow o tej samej wymiarowosci oraz z ograniczen zwiazanych z objetoscia prezen-
towanej pracy. Metoda VFO znajduje jednakze zastosowanie rowniaz do uktadéw z wieksza
wymiarowoscia wektora stanu. Przyklad moze stanowié¢ praca [MKO05e], w ktérej zapro-
ponowano rozwigzanie zadania $ledzenia trajektorii zmiennych w czasie dla modelu robota
tréjkolowego z napedem na tylna o$ (czterowymiarowy wektor stanu). Poczyniono réwniez
pierwsze proby realizacji zadania stabilizacji dla tego systemu. Uzyskano pozytywne wyniki
symulacyjne, jednak problem wymaga dalszej analizy teoretycznej. Wstepne proby zrea-
lizowano takze dla czterowymiarowego systemu tancuchowego oraz manipulatora nieholo-
nomicznego z czterema ogniwami. Szczegdlowa analiza wspomnianych przyktadéw, tak

teoretyczna jak i symulacyjna, wymaga jednak dalszych badan.

1ONalezy réwniez odwotaé sie do raportu [LMS98], w ktérym podano formalny dowéd na brak odpornosci
stabilizatoréw homogenicznych na szumy pomiarowe w otoczeniu punktu stabilizacji.



Rozdziat

Metoda VFO w swietle istniejacych
rozwigzan

Celem tego rozdzialu bedzie odniesienie zaprezentowanej metodologii sterowania VFO do
biezacego stanu wiedzy z zakresu algorytmoéw sterowania uktadami nieholonomicznymi i

préba poréwnania jej z istniejacymi rozwigzaniami.

4.1 Klasyfikacja metody

Bez watpienia, sterowniki VFO nalezy zaliczy¢ do grupy algorytméw nieciagtych ze sprzeze-
niem od stanu i niezaleznych w sposéb jawny od czasu. Wnioski wynikajace z przyktadéw
przytoczonych w poprzednim rozdziale pozwalaja na nastepujaca klasyfikacje szczegdtows.

e Sterowniki VFO dedykowane do zadan Sledzenia trajektorii zmiennych w czasie
wymagaja dodatkowych definicji sygnaléw sterujacych w zalozonym otoczeniu punk-
tow nieciagtosci w dziedzinie bledu Sledzenia. W efekcie otrzymuje sie sterowniki,
ktére w ogélnosci wykazuja niecigglosé zaréwno w dziedzinie btedu jak i w dziedzinie

Czasu.

e W przypadku wyprowadzonych sterownikéw VFO dla zadania stabilizacji, rozwaza
sie tzw. asymptotyczne prawie stabilizatory nie gwaratujace stabilizacji uktadu zam-
knietego w sensie Lapunowa, lecz zapewniajace asymptotyczna zbieznosé bledéw
stabilizacji do zera przy zapewnieniu odpowiednich warunkéw poczatkowych (patrz
definicje 1.3 oraz 1.4). Sa to stabilizatory nieciagle w dziedzinie bledu stabilizacji
i niezdefiniowane jedynie w punkcie stabilizacji. Pomimo nieciaglosci w dziedzinie
btedu, sterowniki takie wykazuja wlasnosé ciagtosci w dziedzinie czasu — po spetnie-
niu odpowiednich warunkéw, punkt nieciagtosci nie jest osiagalny w skoniczonym

czasie.

e Poprzez dodatkowe definicje sygnaléw sterujacych w punktach nieciagtoscei (lub ich
otoczeniu) z asymptotycznych prawie stabilizatoréw uzyskuje sie nieciagle asympto-
tyczne (lub praktyczne) stabilizatory rozumiane w sensie Lapunowa i dobrze okreslone

140
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w calej dziedzinie bledu stabilizacji. W przypadku stabilizatoréw praktycznych niecig-
glos¢ wystepuje zawsze zaréwno w dziedzinie bledu stabilizacji jak i w dziedzinie
czasu, gdyz punkt nieciaglosci jest osiggany w czasie skonczonym.

Rodzine sterownikéw niecigglych, zdefiniowanych oddzielnie w punktach nieciggltoéci
(lub ich otoczeniu) oraz poza nimi okresla sie w literaturze takze mianem algorytméw
odcinkami ciaglych, badz algorytméw ciaglych w sensie C.

Nalezy podkreslié, iz nieciaglto$ci w metodzie VFO maja odmienny charakter od niecigglosci
charakterystycznych dla proponowanych w literaturze sterownikéw slizgowych, gdyz nie
prowadza do niepozadanych drgan sterowania (trajektorie systemu nie utykaja w punktach
nieciagtosci [KM95]). W przypadku zadania §ledzenia, sterowniki VFO moga potencjal-
nie przechodzi¢ przez punkty nieciagtodci tylko w stanach przejéciowych, a asymptotyczne
prawie stabilizatory VFO zmierzaja do tych punktéw jedynie asymptotycznie®. Dodatkowo
wyniki symulacyjne pokazaly, iz dla niektérych systemoéw prawdopodobienstwo osiagniecia
punktow nieciagtosci w trakcie realizacji zadania $ledzenia jest niezwykle rzadkie.

Przytaczajac prace [LA98] mozna wymieni¢ kilka podstawowych zalet i wad charak-
teryzujacych metody nieciagte, a zgodnie z powyzsza klasyfikacja takze metode VFO.
Do zalet nalezy zaliczy¢:

e szybka zbiezno$é¢ btedéw regulacii,

e nieoscylacyjny charakter przebiegdéw przejéciowych,

e relatywnie niski koszt energetyczny sterowania,

e naturalng ewolucje systemu w stanach przejéciowych z minimalng liczba nawrotéw?.
Podstawowe wady to:

e wystepowanie punktéw nieciagtosci w dziedzinie bledu regulacji lub w przestrzeni
stanu, w ktorych oryginalny sterownik nie jest zdefiniowany,

e niemozno$¢ zapewnienia stabilnosci w sensie Lapunowa dla uktadu zamknietego przy
braku definicji sterownika w punktach nieciaglosci,

e problemy z odpornoécig na szumy pomiarowe w okolicy punktéw nieciagtodci.

Warto zauwazy¢, iz podstawowe zalety metod nieciagltych zwiazane sa gléwnie z prakty-
czna strong problemdéw sterowania, natomiast wady przede wszystkim ze strong teorety-
czng (poza kwestia odpornosci). Odwrotna sytuacja natomiast ma miejsce w przypadku
ciagtych technik jawnie zaleznych od czasu, ktére jak dotad cechuja sie dobrymi pod-
stawami matematycznymi lecz niezadowalajacymi lub wrecz nieakceptowalnymi w prak-
tyce osiagami (zbyt wolna zbiezno$é, znaczne oscylacje przebiegéw, duzy koszt energety-
czny sterowan). Skuteczng alternatywa by¢ moze okaza si¢, obecnie intensywnie rozwijane,

1Przy spetnieniu warunkéw zbieznosci wyktadniczej dla bledu e* — patrz dowody zbieznosci oraz uwagi
z rozdziatu poprzedniego.

2Przez pojecie nawroty nalezy rozumieé wystepowanie niegtadkich wierzchotkéw w przebiegu trajektorii
stanu g¢* (1) € R™™! (pojecie uzyte poprzez analogi¢ do ruchu pojazdéw kotowych na plaszczyznie).
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praktyczne ciagle stabilizatory zaproponowane przez Dixona et al. [DDZB01] czy Morina
et al. [MS03] (patrz réwniez [KP04, PK05, KMPO05]).

Poza ogélnymi cechami wymienionymi powyzej a wynikajacymi z nieciagtego charak-
teru metody, sterowniki VFO oraz sama metodologia VFO wykazuja dodatkowo kilka
istotnych — tak z praktycznego jak i z teoretycznego punktu widzenia — cech, ktére zgodnie
z przekonaniem autora wyrdzniaja je wsréd juz istniejacych rozwiazan. Cechy te zostana

wskazane i oméwione w dalszej czesci rozdziatu.

4.2 Analiza poréwnacza

Wymienione w poprzednim podrozdziale charakterystyki poszczegdlnych metod sterowa-
nia wynikaja z wnioskow wyprowadzonych w oparciu o przeprowadzone i zamieszczone
w literaturze badania teoretyczne, symulacyjne i eksperymentalne oraz poréwnawcze sze-
regu dostepnych algorytmoéw sterowania dedykowanych dla uktadéw nieholonomicznych.
Przykladami takich badan moga by¢ prace Astolfiego [Ast96], Serdalena [Se93] a takze
Oriolo et at. [OLV02] oraz Kima i Tsiotrasa® [KT02]. Dwie ostatnie zawieraja pewne
wyniki poréwnawcze, w ktorych wzieto pod uwage zaréwno techniki ciagle jak i nieciagte,
a poréwnania dokonano w oparciu o kilka wybranych kryteriéw, przewaznie o charakterze
jako$ciowym. Ograniczeniem ogdlnosci wnioskow uzyskanych na podstawie przytoczonych
prac jest fakt, iz badania poréwnawcze przeprowadzone zostaty jedynie dla jednego modelu
systemu, a mianowicie dla robota jednokolowego (dwukolowego).

Aby ocena metody VFO w $wietle aktualnego stanu wiedzy miala jak najbardziej
obiektywny charakter, nalezy dobrze okreéli¢ zakres oraz kryteria przeprowadzanego poréw-
nania.

Ogodlnie, poréwnanie moze mie¢ charakter dwojaki: jakosciowy badz iloSciowy. Analiza
iloéciowa wymaga zdefiniowania konkretnych numerycznych wskaznikéw jakosci, zwykle
zwiazanych z przebiegiem bledéw regulacji, czasem ustalania oraz kosztem sterowania i
polega na poréwnaniu wartosci tych wskaznikéw dla réznych metod sterowania i przyjetych
wartosci wspotczynnikéw projektowych sterownika. Jest to metoda znana i stosowana w
problemach liniowej teorii sterowania. W przekonaniu autora jednak, zastosowanie takiego
podejscia do analizy poréwnawczej w przypadku nieliniowych praw sterowania o czesto zu-
pelnie odmiennych strukturach, réznej iloéci parametréw projektowych, a takze zasadniczo
roznym wplywie poszczegdlnych parametréw na jako$¢ dynamiczng i statyczna procesu
sterowania, nie daje zwykle miarodajnych wynikéw. Wnioski wyciagane z takiej analizy
moga by¢ zbyt daleko posuniete czy wrecz nieprawdziwe w przypadku ogélnym. Bardzo
czesto bowiem optymalny zestaw wspolczynnikow dla danego sterownika jest funkcja
warunkow poczatkowych sterowanego systemu oraz charakteru sygnaléw referencyjnych.
Trudno zatem w takich przypadkach uzyskaé¢ globalne ekstremum (jesli ono w ogdle ist-
nieje) zwiazane z minimalizacja kosztu sterowania przy jednocze$nie najkrétszym czasie
regulacji i malej oscylacyjnosci przebiegdéw przejsciowych dla dowolnych zadan sterowania.
Bez miarodajnej bazy, poréwnania takie czesto moga by¢ nie tylko bezwartosciowe, ale i

¥Pomocne moga byé takze prace przegladowe [dWKSS93, KM95, MS04] oraz ksigzka [Blo03].
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szkodliwe?. Wydaje sie zatem, iz kwestia znalezienia obiektywnych i miarodajnych metod
poréwnawczych (szczegdlnie o charakterze ilosciowym) dla nieliniowych praw sterowania
stanowi sama w sobie aktualny, trudny i jak dotad nierozwigzany problem.

Z tych wzgledéw analiza metody VFO zostanie ograniczona do oceny jakosciowej z pod-
kresleniem cech zwigzanych z jej praktycznym wykorzystaniem. Nie bedziemy jednoczesnie
odnosi¢ metodologii VFO do jakiegokolwiek algorytmu z grupy sterowan ciaglych, gdyz
uzyskane wnioski musialyby byé powtérzeniem wymienionych wczesniej charakterystyk
algorytmow nieciagglych. Wydaje sig, iz poréwnanie powinno dotyczyé¢ jedynie technik
wykorzystujacych sprzezenie zwrotne od stanu i wykazujace podobny stopien ogdlnosci
czy tez zakres stosowalnosci metody. W konsekwencji, ograniczymy nasze rozwazania do
rodziny nieciagtych lub odcinkami ciagltych sterownikéw dedykowanych do zadan Sledzenia
trajektorii lub stabilizacji w punkcie i stosowalnych do wybranej klasy systeméw nieholo-
nomicznych.

Algorytmy zaproponowane przez Sgrdalena i Tsiotrasa maja ograniczone zastosowanie
i byly proponowane dla wybranych modeli — robota dwukotowego, systemu tancuchowego
czy statku powietrznego. Poréwnanie z metodg VFO miatoby w tych przepadkach sens
jedynie wtedy, gdybysmy rozwazali problem sterowania tymi konkretnymi systemami.
Zgodnie jednak z przyjeta wyzej koncepcja, interesuje nas calosciowe i bardziej ogdlne
poréwnanie biorace pod uwage cata klase systeméw dynamicznych.

Do analizy poréwnawczej wybierzemy zatem dwie nastepujace metody:

1) metode z o-procesem zaproponowana przez Astolfiego w pracy [Ast96], ktérej stosowal-

nos¢ jest bardzo szeroka (w skrécie metode te oznaczymy jako oM),

2) koncepcje rozszerzonej metody Lapunowa zaproponowanej przez Urakubo et al. miedzy
innymi w [TUTO02, Ura05] i znajdujacej zastosowanie do tzw. systeméw pierwszego
rzedu® (w skrécie metode te oznaczymy jako ELM).

Metoda pierwsza (wprowadzona przez Astolfiego) polega na znalezieniu i zastosowaniu
tzw. o-procesu, czyli pewnego nieciagltego odwzorowania, ktore pozwala na transformacje
oryginalnego ciaglego modelu systemu do modelu nieciaglego w nowej przestrzeni stanu.
Kolejnym krokiem w tym podejsciu jest zaprojektowanie ciaglego stabilizatora (jesli taki
istnieje) gwarantujacego asymptotyczng stabilnosé dla modelu transformowanego. Ostatni
etap polega na zastosowaniu do tak zaprojektowanego stabilizatora transformacji odwrot-
nej zwanej odwrotnym o-procesem tak, aby uzyskaé stabilizator nieciagly zapewniajacy
w efekcie asymptotyczna prawie stabilizacje oryginalnego (ciaglego) modelu rozwazanego
systemu nieholonomicznego.

Druga metoda sterowania polega na rozszerzeniu koncepcji projektowania sterowania
w oparciu o funkcje Lapunowa, w ktérej nieciggly sygnal sterujacy konstruowany jest
jako gradient odpowiedniej funkcji Lapunowa mnozony przez sume dwoch skladnikéw:
pierwszego — zwiazanego z ujemnie okreslona macierza symetryczng i drugiego — skoja-

rzonego z odpowiednio utworzong macierza skosniesymetryczna. Oba sktadniki odgrywaja

4Mogg utwierdzaé nieprawdziwe przekonania w érodowisku badaczy.
5Czyli systeméw, dla ktérych pola-generatory wraz z pierwszym poziomem nawiaséw Liego tych pél
rozpinaja cala przestrzen styczng przestrzeni stanu tych systeméw [Ura05].
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$cidle okreslona role w calym procesie sterownia, powodujac odpowiednio przyciaganie lub
destabilizacje pewnego zbioru punktow réwnowagi uktadu zamknietego czyniac punkt ref-
erencyjny jedynym stabilnym atraktorem w przestrzeni stanu.

Analiza poréwnawcza strategii VFO z obiema wyzej wspomnianymi koncepcjami sterowa-

nia przeprowadzona bedzie w oparciu o nastepujace wybrane kryteria:

K1: zakres stosowalnosci metody — klasa systemoéw,

K2: zakres stosowalnosci metody — rodzaje zadan sterowania,

K3: prostota i systematycznos¢ metodologii projektowej,

K4: jako$¢ dynamiczna sterowania oraz szacunkowy koszt sterowania,

K5: mozliwos¢ intuicyjnej interpretacji poszczegdlnych sktadnikéw sterowania,
K6: prostota syntezy parametrycznej sterownika,

KT7: prostota implementacji i ztozonos¢ obliczeniowa.

Ad K1. Zgodnie z [Ast96], metoda oM dedykowana jest do bezdryfowych systeméw
nieliniowych o n-wymiarowym wektorze stanu i (n — p)-wymiarowym wektorze sterowan,
gdzie 0 < p < n. Pomimo, iz rozwazana klasa systemow jest bardzo szeroka, to stosowal-
no$¢ metody wymaga dodatkowo znalezienia dla danego modelu nieciaglej transformacji
zmiennych stanu (tzw. o-procesu) i ciaglego stabilizatora dla systemu transformowanego.
Na dzien dzisiejszy nie istnieje systematyczna metoda okreslania takiej transformacji,
jakkolwiek strategie oM zastosowano juz do wielu systeméw, takich jak robot jednokotowy
i tréjkotowy, systemy tancuchowe, t6dz podwodna czy robot skaczacy.

Strategia ELM dotyczy tzw. bezdryfowych nieholonomicznych systemoéw pierwszego
rzedu [Ura05]. Sa to systemy, dla ktérych podstawowe pola wektorowe wraz z nawiasami
Liego tych pdl z pierwszego poziomu rozpinaja caly przestrzen styczna przestrzeni stanu.
Taka klasa systeméw dopuszeza przy m-wymiarowym wektorze sygnatéw sterujacych nie
wiecej niz (m(m + 1)/2)-wymiarowy wektor zmiennych stanu. Zgodnie z wiedza autora,
metoda ELM znalazta dotychczas zastosowanie do takich systemoéw, jak robot jednokotowy
oraz swobodnie latajacy statek powietrzny.

Stosowalnos$é¢ metody VFO dotyczy bezdryfowych systeméw nieholonomicznych o spe-
cjalnej strukturze modelu (dwa pola podstawowe i dwa sterowania: m = 2) przedsta-
wionej i oméwionej w rozdziale 2. Pokazano, iz ma ona takze zastosowanie do innych
struktur, w ktérych wystepuje pole dryfowe i nie ma niecatkowalnych ograniczen predkos-
ciowych. Zatem problem precyzyjnego okreslenia klasy modeli, do ktérych mozna stosowaé
technike VFO wymaga dalszych badan. W tej pracy rozwazania zawezono do modeli
tréjwymiarowych (n = 3), lecz nie wynika to z ograniczen strategii VFO, albowiem mozna
ja stosowaé rowniez do systemdéw czterowymiarowych. Systemy o dwoch sterowaniach
(m = 2) i wymiarowo$ci wigkszej niz cztery (n > 4) nie byly jak dotad rozwazane. Jakkol-
wiek wydaje sie, iz z formalnego punktu widzenia nie ma przeszkdéd do wykorzystania
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metody w takich przypadkach®. Nalezy jednak podkresli¢, iz dla n > 3, m = 2 i przyjetej
tutaj postaci pola zbieznosci h, zastosowanie metody VFO bedzie wymagaé sprzezenia
zwrotnego od coraz to wyzszych pochodnych zmiennych stanu, co moze stanowié¢ trudnosé
w praktycznej implementacji. Jak dotad, strategia VFO znalazta zastosowanie do takich
systeméw, jak robot jednokolowy (n = 3,m = 2), robot tréjkotowy (n =4, m = 2 — tylko
dla zadania Sledzenia), system tancuchowy 3-D (n = 3,m = 2), manipulator z przekladni-
ami nieholonomicznymi i trzema ogniwami (n = 3, m = 2) oraz liniowy system afiniczny
z dryfem (n = 3,m = 1 + dryf).

Ad K2. Zgodnie z wiedzg autora, obie alternatywne strategie, cM oraz ELM, nie zostaty
jak dotad zastosowane do rozwiazania zadania $ledzenia trajektorii zmiennych w cza-
sie, a jedynie do probleméw stabilizacji w punkcie (lub jego otoczeniu). Oba podejécia
pozwalaja na uzyskanie asymptotycznych stablizator6w (lub prawie stabilizatoréw). W
przypadku metody oM zaproponowano takze wersje sterownikéw gwarantujacych stabi-
lizacje praktyczna. Wspomniane metody koncentruja sie na stabilizacji punktu zerowego
w przestrzeni stanu, zatem stabilizacja w punkcie niezerowym wymaga dodatkowych
przeliczen. Strategia ELM wyklucza ponadto skonczong liczbe punktéw osobliwych ze
zbioru dopuszczalnych punktéw poczatkowych sterowanego systemu, w ktorych to wys-
tepuje niebezpieczenstwo utkniecia systemu.

Metoda VFO pozwala na prawie analogiczne potraktowanie obu zadan sterowania
— stabilizacji w punkcie i $ledzenia dopuszczalnych i ustawicznie pobudzajacych trajek-
torii zmiennych w czasie. Przytoczone w pracy przykiady pokazaly, ze jedynymi rézni-
cami miedzy sposobami rozwiazania tych zadan dla danego systemu sa postaci projek-
towanych pdl zbieznosci h oraz metoda okreslania znaku skalarnej funkcji k(7). Do-
datkowo, zamieszczone rozwazania teoretyczne nie ograniczaja definicji punktu stabilizacji
do poczatku uktadu wspétrzednych w przestrzeni stanu, jak ma to miejsce w metodach oM
i ELM. Zastosowanie strategii VFO pozwala na projektowanie asymptotycznych prawie
stabilizatoréow oraz nieciaglych stabilizatoréw asymptotycznych i praktycznych.

Zadna ze wspomnianych metod nie znalazla jak dotad zastosowania do problemu
podazania wzdluz $ciezki (ang. path following).

Ad K3. Wykorzystanie metody cM wymaga realizacji czterech ogélnych lecz dobrze
okreslonych etapéw projektowych: 1) znalezienia o-procesu i nieciaglej transformacji mo-
delu do nowej przestrzeni, 2) sprawdzenia czy istnieje ciagly stabilizator dla tak po-
wstalego systemu transformowanego, 3) zaprojektowanie stabilizatora ciaglego dla sys-
temu transformowanego, 4) zastosowanie odwrotnego o-procesu do stabilizatora ciaglego,
aby uzyskaé¢ nieciagly prawie stabilizator dla modelu oryginalnego. Pomimo, iz procedura
ta jest przejrzysta, to etapy 1) i 2) sa krytyczne. Nie ma bowiem ogdlnych wskazéwek
gwarantujacyh znalezienie takiego o-procesu dla danego systemu, ktéry gwarantowalby
istnienie ciaglego stabilizatora dla systemu transformowanego. Jest to pewne ogranicze-
nie, ktére nie zmienia jednak faktu, iz dla wielu modeli taki o-proces zostal zaproponowany
[Ast96]. Problematyczna moze by¢ takze realizacja etapu 3) dla systeméw o duzym wy-

SWarto takze dodaé, iz w pewnych przypadkach modeli systeméw metodologia VFO moze znalezé
zastosowanie takze przy wiekszej liczbie sygnaléw sterujacych (m > 2).
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miarze wektora stanu. Niejednoznaczno$é¢ i brak Scistych wytycznych co do wyboru o-
procesu moze prowadzi¢ do réznych postaci sterownikéw (i réznych jakosci sterowania)
dla tego samego systemu.

Strategia ELM stanowi rozszerzenie klasycznej metody opartej o analize stabilnosci
bezposrednia metoda Lapunowa. Modyfikacja wynikajaca z tej strategii wynika z tego,
ze gradient funkcji Lapunowa jest zawsze mnozony przez sume dwoch tensorow: ujem-
nie okre$lonego tensora symetrycznego oraz tensora sko$niesymetrycznego. Ogolna postaé
sterowania wyrazona poprzez funkcje Lapunowa i kombinacje tensoréw jest Scisle okreslona
dla calej klasy systemoéw, co §wiadczy o systematycznosci podejscia ELM.

Metoda VFO charakteryzuje sie prostota i systematycznoscig podejscia wynikajaca z
przyjetej wspoélnej i intuicyjnej interpretacji geometrycznej strategii sterowania. System-
atycznosé metody VFO zostata przedstawiona w poprzednich rozdziatach, gdzie wyrézniono
kilka podstawowych etapéw projektowania sterowania. Co wiecej, ogdlne réwnania defi-
niujace sterowania orientujace i popychajace sg zawsze takie same niezaleznie od konkret-
nej postaci modelu. Dopiero ich szczegélowa postaé jest charakterystyczna i wynika z
modelu danego systemu. Nalezy jednak zaznaczy¢, iz procedura projektowa zwigzana z
etapem wyprowadzania tzw. warunkow orientowania nie jest do konca $cisle okreslona
dla danego systemu i wymaga pewnej intuicji od projektanta sterowania. Kwestia ta ma
wigksze znaczenie przede wszystkim w przypadku systeméw o wigkszej wymiarowosci wek-
tora stanu oraz z wigksza liczba zmiennych stanu nalezacych do zbioru zmiennych orien-
tujacych.

Ad K4. 7 praktycznego punktu widzenia, oprocz statycznej jakosci sterowania, istotna
jest takze jako$¢ dynamiczna, ktoéra zwiazana jest z takimi charakterystykami, jak
oscylacyjnos¢ przebiegdéw przejsciowych, a co za tym idzie koszt sterowania oraz szybko$é
zbieznosci btedéw regulacji, a takze liczba nawrotow systemu w stanach przejsciowych
(objawiajaca sie wystepowaniem ostrych wierzchotkéw w przebiegu trajektorii stanu).

Analiza dostepnych przykladéow wykorzystania metody oM pokazuje, iz w przebiegu
zmiennych stanu w etapie przejsciowym zwykle nie wystepuja nawroty systemu, co skutkuje
gladka i naturalng ewolucja systemu oraz wzglednie niskim kosztem sterowania. Oscyla-
cyjnos¢ przebiegéw zmiennych stanu zalezy od rozwazanego modelu systemu i wybranego
o-procesu, lecz generalnie jest ona akceptowalna. Zbieznos$¢ btedéw stabilizacji ma charak-
ter wyktadniczy, a uzyskiwana jako$¢ dynamiczna nie jest wrazliwa na zmiane warunkow
poczatkowych czy wartosci parametréw sterownika.

Strategia ELM nie gwarantuje natomiast nieoscylacyjnego przebiegu sygnaléw steruja-
cych oraz zmiennych stanu systemu. Okazuje sie, ze jakos¢ dynamiczna sterowania (oscyla-
cyjnosé, liczba nawrotéw oraz szybko$é zbieznosci bledéw regulacji) zalezy tutaj nie tylko
od wtasnosci rozwazanego modelu systemu, ale réwniez od wartosci parametréw sterownika
i warunkéw poczatkowych. Strategia ELM dopuszcza ponadto wystepowanie poza punk-
tem stabilizacji skonczonej liczby niestabilnych punktéw rownowagi uktadu zamknietego
— system moze utknaé¢ w tych punktach, gdy znajduje si¢ w nich w chwili poczatkowej.

W przypadku metody VFO mamy do czynienia z naturalng i nieoscylacyjna ewolucja
sterowanych systemow zaréwno podczas realizacji zadan $ledzenia jak i stabilizacji. Jest to
wlasnosé metody VFO. Wynika ona bezposrednio z interpretacji geometrycznej stanow-
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iacej, w przekonaniu autora, uogdélnienie koncepcji sterowania we wspoétrzednych bieguno-
wych. Przebieg trajektorii stanu charakteryzuje wystepowanie maksymalnie pojedynczego
nawrotu w etapie przejSciowym. Zbieznosé bledéw sterowania jest szybka (prawie wyklad-
nicza) i nie jest wrazliwa na warunki poczatkowe oraz wartosci parametréw sterownika.

Ad K5. Metoda oM w zasadzie nie ma szczegdlnej interpretacji geometrycznej. Jej istota
polega na nieciagglej transformacji zmiennych stanu do nowej przestrzeni i rozwazaniu prob-
lemu stabilizacji dla modelu nieciaggltego. Zatem mozna powiedzieé¢, ze prawa sterowania
metody oM wynikaja z uzycia pewnych formalnych technik matematycznych bez zadnej
szczegblnej interpretacji geometrycznej kolejnych sktadnikéw sterowania.

Interpretacja geometryczna strategii ELM zwiazana jest z rolg jaka odgrywaja wyko-
rzystywane w niej tensory: symetryczny i skosniesymetryczny. Pierwszy jest odpowiedzialny
za stabilizacje systemu na pewnej rozmaitosci (nieskonczenie wiele stabilnych punktéw
réwnowagi uktadu zamknietego), drugi natomiast czyni wszystkie punkty tej rozmaitosci,
poza punktem referencyjnym, punktami niestabilnymi.

Wydaje sig, ze najbardziej intuicyjna i przejrzysta interpretacje geometryczna posiada
metoda VFO. Sama metoda bowiem jest owocem tej interpretacji. Dekompozycja pro-
cesu sterowania na dwa podprocesy — orientowanie i popychanie — przypomina i uogdélnia
koncepcje sterowania we wspolrzednych biegunowych, znana wszystkim uzytkownikom
nieholonomicznych pojazdéw kotowych. Interpretacja ta uzasadnia i wyjasnia zapropono-

wang, ogolng postaé¢ prawa sterownia VFO.

Ad K6. Synteza parametryczna sterownikow z rodziny oM charakteryzuje sie zwykle
duza prostota w nieciagtej przestrzeni stanu, czyli po transformacji modelu oryginalnego
za pomoca odpowiednio wybranego o-procesu. Jest ona wéwczas analogiczna do tech-
niki lokowania biegunéw znanej z liniowej teorii sterowania i tym samym nie zalezy od
warunkéw poczatkowych systemu. Nalezy jednak zaznaczyé, iz nieodpowiedni wybor o-
procesu moze prowadzi¢ do takiej postaci modelu transformowanego, iz synteza stero-
wnika nie bedzie juz tak prosta i przejrzysta. Dodatkowo, przeprowadzenie syntezy dla
wynikowego sterownika nieciagtego (po transformacji odwrotnej) bez odwolywania sie do
postaci stabilizatora z nieciaglej przestrzeni stanu moze juz sprawia¢ powazne trudnosci.

Stabilizatory ELM sa trudniejsze w strojeniu, gdyz nie ma ogdlnych wskazoéwek zwiaznych
z doborem wartoéci parametrow sterownika. Problematyczne wydaje sie takze okresle-
nie wystarczajaco przejrzystego wplywu poszczegdlnych nastaw na jakos¢ dynamiczna
sterowania dla dowolnego modelu systemu.

Dobér wartoéci parametréw sterownikéw VFO zaréowno dla zadan $éledzenia jak i sta-
bilizacji jest bardzo prosty i niezalezny od warunkéw poczatkowych systemu. Co wiecej,
sposo6b syntezy i wplyw poszczegdlnych parametréw na jakosé dynamiczna sterowania jest
analogiczny dla calej klasy rozwazanych systemoéw i wynika wprost ze wspoélnej interpre-

tacji geometrycznej sterowania’ .

"Szczegblows analize wpltywu wszystkich wspdlezynnikéw sterownikéw VFO na jako$é sterowania
przeprowadzono dla robota jednokotowego i manipulatora nieholonomicznego w rozdziale 3.



4.2. Analiza poréwnacza 148

Ad KT7. Poréwnujac postaci stabilizatoréw robota jednokotowego dla wszystkich trzech
metod — oM, ELM oraz VFO — (patrz [Ast96, TUT02] oraz podpunkt 3.1 tej pracy), a
takze poréwnujac stabilizatory dla tréjwymiarowego systemu tancuchowego dla metod
oM oraz VFO® mozna dojéé do wniosku, ze dla pewnych modeli (oraz odpowiednio
wybranego o-procesu) najprostsza posta¢ posiadaja sterowniki zaproponowane przez As-
tolfiego. Zwykle bardziej skomplikowang postaé maja prawa sterowania pozostatych dwéch
metod, przy czym tylko stabilizator VFO wymaga sprzezenia zwrotnego od pochodnych
wektora stanu®.

W wielu przypadkach stabilizatory metody ¢M maja nieskomplikowane struktury
(szczegblnie w pomocniczej przestrzeni stanu) i wydaja sie wzglednie proste w imple-
mentacji. Podkreslmy jednak, ze ostateczna postaé takich stabilizatoréw dla oryginal-
nej przestrzeni stanu zalezy bezposrednio od przyjetego o-procesu oraz postaci modelu
sterowanego systemu. Zatem przy specyficznym doborze transformacji nieciaglej, ostate-
czna postacé takich sterownikéw moze by¢ bardziej skomplikowana.

Stabilizatory ELM moga mie¢ rézne struktury w zaleznosci do wyboru postaci funkcji
Lapunowa. Ogolna postaé takich sterownikéw wydaje sie bardziej ztozona od tych, wynika-
jacych z metody oM. Z ogdlnej postaci prawa sterowania metody ELM wynika, iz zwykle
nie wymagaja one sprzezenia zwrotnego od pochodnych zmiennych stanu systemu.

Sterowniki VFO z zaproponowana w niniejszej pracy postacig sktadowych pola zbieznosci
h zawsze wymagaja sprzezenia od sygnaléow predkosciowych, a w przypadku systeméw o
wymiarze wickszym niz 3 takze od wyzszych pochodnych. Swiadczy o tym choéby ogélna
postaé sterowania orientujacego, w ktorej wystepuje sktadnik wyprzedzajacy. Zlozonos$é
obliczeniowa zalezy od przyjetych postaci takich elementéw, jak: pole wektorowe zbieznosci
h oraz funkcja 0(-) wystepujaca w definicji wirtualnej predkosci referencyjnej ¢, oraz od
postaci modelu rozwazanego systemu.

Whnioski przedstawione powyzej, a zebrane w tabelach 4.1 oraz 4.2, maja w isto-
cie charakter jakosciowy. Ostateczna analiza poréwnawcza dajaca pelny obraz wtasnosci
praw sterowania rozwazonych wyzej metod wymaga takze badan iloSciowych. Ze wzgledu
na wspomniane wczeéniej kwestie zwiazane z brakiem — na dzien dzisiejszy — miaroda-
jnych wskaznikéw jakosci, kwestia analizy iloSciowej pozostaje nadal otwartym problemem
badawczym.

Podsumowujac nalezy zaznaczyé¢, iz poczyniona wyzej analiza poréwnawcza stanowi
odzwierciedlenie przekonan autora i jest oparta o dzisiejszy stan wiedzy zwiazany z wlas-
nodciami rozwazanych metod sterowania. Wszystkie metody nadal sa przedmiotem inten-

8Zgodnie z wiedzg autora, postaé¢ stabilizatora ELM dla tego systemu nie zostala jeszcze podana w
literaturze.

W przypadku, gdy sa to pierwsze pochodne, sygnaly te mozna zastapi¢ funkcjami samych zmien-
nych stanu korzystajac bezposrednio z modelu kinematyki i unikajac w ten sposéb koniecznosci pomiaru
sygnaléw predkosciowych.
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sywnych badan teoretycznych, jak i préob symulacyjnych czy eksperymentalnych. Z tego

powodu nalezy przypuszczaé, iz w przysztoéci wnioski wysuniete na podstawie powyzszej

analizy mogg wymagaé ponownej weryfikacji.

Tab. 4.1: Poréwnanie metody VFO z wybranymi strategiami sterowania: oM oraz ELM.

oM ELM VFO

K1 nieliniowe systemy bezdry- | nieholonomiczne  systemy | nieholonomicze Sys-
zakres fowe, dla ktérych dim(q) = | bezdryfowe pierwszego | temy bezdryfowe ze
stosowalnosci | n, dim(u) =n —p, 0 < p < | rzedu, dla ktérych dim(q) < | specjalna  postacia  pol-
n; Wymagany o-proces m(m+1)/2, dim(u) =m generatoréw;  testy  dla
dim(@) = n = {34},
dim(u) = 2; takze holo-
nomiczne systemy z dryfem
K2 asymptotyczna prawie stabi- | asymptotyczna prawie | asymptotyczna i praktyczna
rozwigzane lizacja oraz asymptotyczna | stabilizacja oraz asymp- | stabilizacja w dowolnym
zadania i praktyczna stabilizacja w | totyczna  stabilizacja ~w | punkcie (zerowym lub nieze-
sterowania punkcie (zerowy punkt refer- | punkcie  (zerowy  punkt | rowym) oraz asymptotyczne
encyjny) referencyjny); gwarancja | Sledzenie dopuszczalnych i
stabilizacji w obszarze z | ustawicznie pobudzajacych
wylaczong skonczong liczbg | trajektorii zmiennych w

punktéw poczatkowych | czasie

systemu (punkty osobliwe);

K3 dobrze okreslona metodolo- | $ciSle zdefiniowana ogélna | $cile zdefiniowana ogdlna
system- gia projektowa (4 gléwne | postaé prawa sterowania dla | postaé prawa sterowania
atyczno$é etapy); brak sposobu i | calej klasy systeméw dla calej klasy systeméw
metody niejednoznacznos¢ wyboru wynikajaca z intuicyjnej
o-procesu oraz stabi- interpretacji geometrycznej;
lizatora dla systemu wspélna strategia sterowa-
transformowanego;  postaé nia dla zadan $ledzenia
sterowania zalezy od i stabilizacji; w procesie

przyjetego o-procesu

projektowym brak $cistych
regut wyprowadzania tzw.
warunkéw orientowania
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Tab. 4.2: Poréwnanie metody VFO z wybranymi strategiami sterowania: cM oraz ELM

(c.d.).
oM ELM VFO
K4 przewaznie brak nawrotéw | jakos$¢ stanéw przejéciowych | naturalna i nieoscylacyjna
jakosé w  przebiegu trajektorii | (liczba nawrotéw w prze- | ewolucja zmiennych stanu
dynamiczna systemu w stanach przej$- | biegu trajektorii systemu w | — relatywnie niski koszt
sterowania clowych; naturalna ewolucja | stanach przejSciowych oraz | sterowania; szybka (prawie
zmiennych stanu — relaty- | oscylacyjno$é przebiegéw) | wyktadnicza) zbiezno$é
wnie niski koszt sterowania | oraz szybkos$¢ zbieznosci | bledéw sterowania; maksy-
i wzglednie mala oscyla- | btedow sterowania wrazliwe | malnie jeden mnawrét w
cyjnoéé (zalezy od modelu | na warunki poczatkowe sys- | przebiegu trajektorii
systemu i o-procesu); | temu i wartodci parametréw | stanu w etapie przejscio-
wyktadnicza zbiezno$¢ | sterownika; wystepuja nie- | wym; jako$¢ dynamiczna
btedéw sterowania stabilne punkty réwnowagi | niewrazliwa na  warunki
uktadu zamknietego poza | poczatkowe 1 wartosci
punktem stabilizacji parametréow sterownika
K5 brak szczegblnej interpre- | interpretacja roli ten- | intuicyjna i  przejrzysta
interpretacja tacji geometrycznej poza | sorOw: symetrycznego i | interpretacja geometryczna
geometryczna | nieciagta transformacja | skosniesymetrycznego stanowi  istote = metody;
sterowania zmiennych stanu uogblnienie sterowania we
wspblrzednych biegunowych
K6 zwykle bardzo prosta i | trudna - brak ogdlnych | wyjatkowo prosta, nieza-
synteza niezalezna od warunkéw | wskazéwek zwigzanych z wy- | lezna od charakteru
sterownika poczatkowych w pomoc- | borem wartosci wspélczyn- | sygnaléw referencyjnych
niczej przestrzeni stanu (po | nikéw; wplyw poszczegdl- | (trajektoria lub staty
zastosowaniu o-procesu); | nych parametréw sterown- | punkt referencyjny) oraz
w przestrzeni pomocniczej | ika na jako$¢ dynamiczng | warunkéw  poczatkowych;
sposéb  systezy  wspélny | sterowania nie jest wystar- | sposéb systezy wspélny dla
dla calej klasy systeméw | czajaco przejrzysty calej klasy systemdw; przej-
i analogiczny do metod rzysty wplyw poszczegdl-
liniowej teorii sterowania, nych parametréw na jakosé
w przestrzeni oryginalnej dynamiczng sterowania
wplyw poszczegblnych
wspélczynnikéw na  jakosé
sterowania zwykle trudny
do oszacowania, co utrudnia
synteze
K7 bardzo prosta struktura | bardziej skomplikowana | bardziej skomplikowana
ztozonosé sterownikéw dla wybranych | struktura sterownikéw; | struktura sterownikéw;
implementacji | modeli systeméw; ztozono$¢ | ztozonosé obliczeniowa | zlozono$é obliczeniowa

obliczeniowa  zalezy  od

przyjetego o-procesu; nie

wymaga  sprzezenia  od
pochodnych zmiennych
stanu

zalezy od przyjetej funkcji
Lapunowa; nie wymaga
sprzezenia od pochodnych

zmiennych stanu

zalezy od przyjetej postaci
pola zbieznoéci h i funkcji
0(-) w definicji wirtualnej

predkosci referencyjnej;
konieczno$¢ sprzezenia od
pochodnych zmiennych

stanu wynika z przyjetej
postaci pola zbieznosci h




Rozdziat

Podsumowanie 1 dalsze kierunki badan

5.1 Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono koncepcje projektowania sterownikéw metoda orien-
towania pol wektorowych dla dwoch zadan sterowania: $ledzenia trajektorii zmiennych w
czasie oraz stabilizacji w punkcie.

Ogdlna strategia i idea metody VFO oraz jej geometryczna interpretacja wynikajaca
z prostej analizy ogdlnej postaci modeli rozwazanych systemoéw i ich potencjalnej ewolucji
w czasie zostaly zaprezentowane w rozdziale 2. W tym samym rozdziale zaproponowano
nowa terminologie $cidle zwiazana z prezentowana metoda VFO i dotyczaca wlasnosci
modeli rozwazanej podklasy systemdéw. Wprowadzona i wykorzystana terminologia poz-
wolila na $cista analize poszczegdlnych modeli z punktu widzenia zastosowania nowej
strategii. W $wietle metody VFO przedstawiono réowniez nowy podzial trajektorii refe-
rencyjnych oraz definicje referencyjnych trajektorii dopuszczalnych i ustawicznie pobudza-
jacych rozwazanych w dalszej czesSci pracy, a takze przedyskutowano kwestie spelnienia
warunkéw koniecznych zwiazanych ze stosowalnosciag metodologii VFO.

Rozdzial trzeci poswiecono zastosowaniom nowej koncepcji sterowania. Zaprojektowano
sterowniki dla trzech wybranych uktadéw nieholonomiczych o tréjwymiarowym wektorze
stanu oraz dla jednego przykiadu spoza tytutowej podklasy systemoéw. Dla kazdego przy-
ktadu rozwigzano dwa zadania sterowania: $ledzenie trajektorii zmiennych w czasie oraz
stabilizacje w punkcie. We wszystkich przypadkach zastosowano podobng procedure pro-
jektowa oraz dowodows i uzyskano asymptotyczna! zbiezno$é bledéw regulacji do zera.
Zaproponowane sterowniki maja nature nieciagla, przy czym zbiér punktéw niecigglosci
jest albo nieprzyciagajacy, lub ma miare zero. W przypadku zadania stabilizacji, dla
kazdego z rozwazonych uktadéw nieholonomicznych zaproponowano zaréwno prawie sta-
bilizatory gwarantujace asymptotyczna zbiezno$é btedéw regulacji do zera?, jak réwniez
ich modyfikacje pozwalajaca uzyska¢ asymptotyczng lub praktyczng stabilizacje punktu
referencyjnego. Jakos¢ dziatania wszystkich sterownikéow asymptotycznych zilustrowano

"W przypadku czwartego z rozwazonych systeméw (afinicznego z dryfem) zbieznosé btedéw miata
charakter Scisle wyktadniczy.

2Prawie stabilizatory nie gwarantuja stabilnosci w sensie Lapunowa, poniewaz punkt stabilizacji nie
jest punktem réwnowagi ukladu zamknietego.
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wynikami symulacyjnymi. Dodatkowo, dla dwoéch pierwszych przyktadéw systeméw prze-
prowadzono analize wplywu wartosci poszczegdlnych wspoétczynnikéow projektowych wy-
prowadzonych sterownikéw na jako$é dynamiczng sterowania. Wykorzystanie metody VFO
do ostatniego z rozwazonych w rozdziale trzecim systeméw (nienalezacego do tytulowej
podklasy systeméw) miato na celu ukazanie pewnej uniwersalnosci oraz szerszego zakresu
stosowalnosci nowej metodologii sterowania traktujacej w sposéb analogiczny systemy
o tak réznych wlasnoéciach.

W rozdziale czwartym przeprowadzono klasyfikacje metody VFO w $wietle dzisiejszego
stanu wiedzy z zakresu sterowania ukladami nieholonomicznymi. Zawarto tam réwniez
jako$ciows analize poréwnawcza przedstawionej metody VFO z dwoma wybranymi alter-
natywnymi strategiami sterowania znanymi z literatury przedmiotu.

5.2 Dalsze kierunki badan

W rozdziale trzecim wyprowadzone zostaly i symulacyjnie przetestowane prawa sterowania
dla czterech wybranych systeméw dynamicznych. Zaproponowane sterowniki wynikaty z
przyjecia konkretnej postaci pola zbieznosci h oraz funkeji 6(+) zwiazanej z wprowadzona
tzw. wirtualna predkoscia referencyjna q;,. Uzyskane wyniki teoretyczne jak i symula-
cyjne moga by¢ zadowalajace z punktu widzenia realizacji postawionych wcze$niej zadan
sterowania. Wiele zagadnien pozostaje jednak nadal waznymi i nierozwiazanymi badz
nieporuszonymi dotychczas problemami. Wytyczaja one dalsze mozliwe kierunki badan
teoretycznych oraz eksperymentalnych. Skomentujemy teraz krotko najwazniejsze kwestie
istotne w punktu widzenia dalszego rozwoju i doskonalenia metody VFO.

e Zaprezentowane sterowniki VFO dla obu rozwazanych zadan sterowania (Sledzenia i
stabilizacji) maja analogiczna strukture, a podstawowa réznica miedzy nimi wynika z
zastapienia rzeczywistej predkosci referencyjnej q; predkoscia wirtualna g, zanika-
jaca do zera w referencyjnym punkcie stabilizacji. Takie jednolite podejécie nasuwa
przypuszczenie, iz mozliwe jest dla danego systemu proste potaczenie sterownika
sledzacego ze stabilizatorem w jeden uniwersalny algorytm. Taka strategia pozwalata-
by wyeliminowa¢ konieczno$é¢ przelaczania pomiedzy sterownikami przy zmianie
zadania sterowania.

Dodatkowo, metode VFO warto takze sprobowaé zastosowaé do rozwiazania zada-
nia podazania wzdluz Sciezki (ang. path following). Jest to uzasadnione potrzebami
praktycznymi, gdyz jak sie okazuje, wiekszosé zadan ruchu dedykowanych np. dla
pojazdéw kotowych ma charakter wlasnie podazania wzdtuz $ciezki geometrycznej
nieparametryzowanej czasem.

e Jak juz wspomniano w poprzednich rozdziatach, postaé¢ pola wektorowego zbieznosci
h moze by¢ definiowana na rézne sposoby. W pracy tej zaproponowano jedng z takich
postaci jako liniowa kombinacje wazonego bledu regulacji i odpowiedniego sktadnika
predkosciowego. Ciekawym problemem wydaje sie préba znalezienia innych alter-
natywnych konstrukcji tego pola i analizy wplywu jego postaci na jakos¢ sterowania.
Co wiecej, inna postaé pola h bedzie determinowaé inne lokalizacje punktow osobli-
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wych, w ktérych pewne sktadowe tego pola ulegajg degeneracji do zera i wymagaja
niecigglych przetaczen sygnatéw sterujacych.

e Kolejnym elementem dajacym projektantowi dodatkows swobode w ksztaltowaniu
jakosci pracy sterownikéw VFO jest funkcja d(-) wystepujaca w definicji predkosci
wirtualnej g;,. Funkcja ta odpowiada za ksztalt stanéw przejSciowych i zachowanie
systemu w poblizu punktu stabilizacji. Jest to szczegdlnie widoczne w przypadku
stabilizacji nieholonomicznych pojazdéw kolowych i moze byé¢ bardzo pomocne w
realizacji zadan parkowania. Rézne alternatywne postaci funkcji 6(-) moga poméoc w
uwzglednieniu wtasnosci manewrowych konkretnych pojazdéw i utatwi¢ badz zop-
tymalizowaé realizacje zadania pozadanego dojazdu do punktu stabilizacji.

e Intensywnych prac wymagaja rowniez kwestie praktycznej implementacji i wery-
fikacji zaproponowanych sterownikéw. Problemy praktyczne dotycza przede wszys-
tkim kwestii uwzglednienia ograniczen sygnaléw sterujacych w rzeczywistym sys-

3 oraz analizy odpornoéci praw sterowania VFO na takie zjawiska, jak szumy

temie
pomiarowe, zakl6cenia w torze sterowania, efekty dynamiczne nieuwzglednione w
modelu kinematycznym czy niepewno$¢ parametryczna i strukturalna przyjetego

modelu matematycznego.

e Nadal nierozwiazanym problemem pozostaje okreslenie warunkéow dostatecznych
stosowalnosci metody VFO, czyli kwestia Scistego zdefiniowania rozwazanej pod-
klasy systeméw, do ktérych te metode mozna stosowaé. W najblizszym czasie planuje
sie rozszerzenie obszaru wykorzystania metodologii VFO do systeméw o wymiarze
wiekszym niz 3. Pierwsze préby juz poczyniono i uzyskano w tym zakresie obiecujace
wyniki [MKO05e].

W rozdziale 3 pokazano, iz strategia VFO ma szerszy zakres stosowalnosci niz
wskazywalby tytul niniejszej pracy i by¢ moze stanowi wspo6lng i uniwersalng metodo-
logie taczaca w pewnym sensie liniowe i nieliniowe techniki sterowania. Szczegdtowe
zbadanie takich powiazan oraz proba wykorzystania metody do coraz to innych mo-
deli systeméw o roznych wlasnosciach stanowi, w przekonaniu autora, ciekawy temat
przysztych prac badawczych.

3Problem ograniczen sygnatéw sterujacych w zwiazku z realizacja zadania stabilizacji metoda VFO dla
wozka dwukotowego zostal juz wstepnie poruszony w pracy [KMMPOG6].



Rozdziat

Stanowisko badawcze

Niniejszy rozdzial prezentuje stanowisko badawcze z doswiadczalnym robotem mobilnym
systemu MMS (Modular Mobile System) wykorzystane przez autora do przeprowadzenia
testow nowych algorytméw sterowania zaproponowanych w pierwszej czeSci pracy. Poza
opisem konstrukcji, parametréw robota oraz architektury zrealizowanego systemu sterowa-
nia skomentowane zostang wybrane szczegoly implementacji obwoddéw regulacji predkosci
kot platformy mobilnej oraz istotne szczegdly realizacji sterownikow VFO.

6.1 Modulowa konstrukcja systemu MMS

Modulowy system mobilny MMS (Modular Mobile System) zostal zaprojektowany i wyko-

nany w Katedrze Sterowania i Inzynierii Systemow Politechniki Poznanskiej. Celem re-

alizacji systemu bylo stworzenie uniwersalnego stanowiska eksperymentalnego pozwala-

jacego na praktyczna weryfikacje algorytmoéow sterowania dedykowanych dla jednej trzech

popularnych struktur kinematycznych nieholonomicznych kotowych pojazdéw mobilnych

takich, jak dwukolowy pojazd z napedem réznicowym (two-wheeled differantially driven

vehicle), samochdd kinematyczny z napedem na tylna o$ (car-like vehicle) oraz czterokotowy
pojazd Slizgowy (skid steering vehicle).

MMS system sklada sie z tzw. modutéw jednych, ktére mozna swobodnie taczyé w
jedna z wyzej wspomnianych konfiguracji kinematycznych. Dostepnych jest siedem mod-
uléw: cztery identyczne podstawowe aktywne moduly jezdne DM (Driving Module) z
dwoma kotami napedowymi, jeden aktywny modul jezdny SM (Steering Module) z niena-
pedzana osia skretna oraz dwa pasywne moduly CM (Castor Module) jezdne z poje-
dynczym biernym kotem podtrzymujacym. Poszczegdlne struktury kinematyczne mozna

uzyska¢ poprzez nastepujace potaczenia modutéw:
S1. DM+CM — dwukolowy pojazd z napedem réznicowym,
S2. DM+SM — samochdd kinematyczny z napedem na tylng o$,
S3. DM+DM - czterokotowy pojazd §lizgowy.

Dodatkowo, realizacja struktury S2 wymaga szeregowego polaczenia silnikéw modutu DM
(na poziomie elektrycznym), aby uzyskaé¢ efekt zwiazany z dzialaniem mechanizmu rézni-
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cowego tylnej osi. Realizacja struktury S3 wymaga natomiast elektrycznego i logicznego
badZz mechanicznego sprzegniecia napedéw obu modutéw DM odpowiednio po lewej i
prawej stronie pojazdu.

Wyniki badan przedstawione w nastepnym rozdziale zwiazane sg z eksperymentami
przeprowadzonymi dla pojazdu o strukturze S1. Z tego wzgledu w dalszej czesci uwaga
skupiona zostanie na opisie tej wtadnie struktury.

6.2 Dwukolowy pojazd mobilny

Dwukotowy pojazd mobilny MMS, ktérego widok ogdlny w strukturze S1 przedstawia
rys. 6.1, sktada si¢ z aktywnego modutu jezdnego DM potaczonego z pasywnym modutem
podtrzymujacym CM. Modut DM wyposazono w dwa niezalezne napedy pradu statego

Rys. 6.1: Dwukotowy robot mobilny MMS z biernym kotem podtrzymujacym.

typu GR42x40 (Dunkermotoren), polaczone z kotami jezdnymi poprzez zebate przeklad-
nie redukcyjne o stopniu przetozenia p = 36 : 1. Bezposrednie przeniesienie napedu miedzy
walami przektadni a osiami kot zrealizowano za pomoca polaczen pasowych z pasami ze-
batymi (stopien przelozenia pu; = 1: 1). Kazdy naped zintegrowano z czujnikiem pozycji
walu w postaci przetwornika obrotowo-impulsowego o rozdzielczosci N. = 500 [imp] na
jeden obrét silnikal. Oba napedy wyposazono w niezalezne uklady wzmacniaczy mocy
zrealizowane w oparciu o ukltad LMD18200 (National Semiconductors) oraz w pomocnicze

'Po uzwglednieniu sygnaléw z obu faz czujnika uzyskano rozdzielczo$é Neap = 2000 [imp] na jeden
obrot silnika.
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obwody regulacji/ograniczenia pradu z modulatorami szerokosci impulséw (MSI) TL494.
Od strony pomiarowej, uktady koncéwek mocy przystosowano do pomiaru chwilowych
wartosci pradu silnikow. Z punktu widzenia fizycznej realizacji sygnaléw sterujacych,
koncowki mocy zaprojektowano tak, aby mozliwe bylo wybranie jednego z trzech try-
béw sterowania: tryb napieciowy jednobiegunowy lub dwubiegunowy (sygnatl sterujacy ma
charakter napiecia twornika?) oraz tryb pradowy (sygnat sterujacy ma charakter pradu w
uzwojeniu twornika?).

162 [mm]

H=

! b =240 [mm] |

Rys. 6.2: Robot mobilny MMS — widok z boku. Rjys. 6.3: Robot mobilny MMS — widok z przodu.

Czesé obliczeniowa ukladu sterowania napedami oraz podstawowa jednostke realizu-
jaca zadania wyzszego poziomu stanowi pltyta eZdsp F2812 (Spectrum Digital) ze stato-
przecinkowym procesorem sygnalowym TMS320F2812 (Texas Instruments) taktowanym
zegarem o czestotliwosci fur = 150 [MHz|. Podstawowymi zadaniami tej czesci systemu
jest realizacja pomiarow sygnaléw zwrotnych, obliczenia petli regulacyjnych napedéw,
obliczenia lokalizacji platformy robota, obliczenia sterownika nadrzednego robota?, gen-
erowanie w czasie rzeczywistym wszystkich sygnaléw referencyjnych oraz komunikacja z
zewnetrznym komputerem nadrzednym (poprzez tacze radiowe lub kablowo poprzez inter-
fejs JTAG).

Podstawowe Zrédlo zasilania modulu jezdnego stanowi akumulator o napieciu U, =
12[V] i pojemnosci 5[Ah], ktéry moze zostaé¢ zamontowany w dolnej czesci modulu DM
lub na gérze plyty noénej modutu CM (rysunki 6.1-6.2 prezentuja opcje z montazem na
plycie modutu CM).

Podstawowe wymiary (patrz rys. 6.2-6.3) oraz wybrane informacje zwiazane z wartos-
ciami parametrow i osiggami prezentowanego robota o strukturze S1 zebrano w tabeli 6.1.

W tym trybie modulator TL494 pelni role ogranicznika pradu silnika.
3W tym trybie modulator TL494 pracuje w ukladzie kaskadowym jako podrzedny regulator pradu.
4W tym przypadku sterownika VFO.



6.3. Szczegodly realizacji ukladu sterowania 157

Tab. 6.1: Zestawienie podstawowych parametréw mechanicznych i elektrycznych modutu DM.

Parametr | Opis Wartos$é | Jednostka

L dtugo$é polaczonych modutéw DM+CM 0.250 [m]

H wysoko$¢ modutu DM 0.162 [m]

b rozstaw miedzy kotami 0.240 [m]

r promien kota jezdnego 0.05 [m]
Whmaz maksymalna predko$é obrotowa kola ~ 2.1 [obr /s]
Qinaz maksymalna predko$é obrotowa platformy ~ 0.875 [obr/s]
Vinaz maksymalna predko$é postepowa platformy ~ 0.66 [m/s]

U, napiecie zasilania modutu DM 12 [V]

Uss napiecie zasilania silnikéw 12 [V]
Las maksymalny dopuszczalny prad silnika +4.4 [A]

A moc znamionowa silnika 20 (W]

1 calkowite przelozenie przekladni 36:1 ]

N, rozdzielczo$¢ czujnika obrotowo-impulsowego 500 [imp/obr]

6.3 Szczegobly realizacji ukladu sterowania

Uktad sterowania robota MMS ma strukture hierarchiczna i sklada si¢ z dwéch jed-
nakowych i niezaleznych obwodow regulacji predkoéci prawego i lewego kota oraz z nadrzed-
nego sterownika platformy potaczonego z generatorem sygnatéw referencyjnych.

6.3.1 Obwdd regulacji predkosci kota robota

Podrzedny obwdd regulacji predkosci kota sktada sie¢ z pieciu podstawowych blokéw dy-

namicznych przedstawionych na rys. 6.4%:

B1. blok dynamiki napedu,

Q
B2. blok estymatora predkosci napedu o transmitancji: Gegsi(s) = 1_{_8 - _ @f((s)),
S S
Urr(s)

B3. blok sprzezenia wyprzedzajacego o transmitancji: Gpp(s) = fis + fo = Qur(s)
ar\s

B4. blok regulatora PID z korekcja bloku caltkujacego (tzw. anti-windup),

1 _ Qdf(s)
as?+bs+1  Qu(s)

B5. blok fitru wstepnego o transmitancji: G¢(s) =

Kroétko skomentujemy dzialanie i przeznaczenie poszczegdlnych blokow.

5Pominieto dodatkowy obwdd ograniczenia pradu silnika oraz przyjeto jednostkows transmitancje bloku
zastosowanego wzmacniacza mocy (czasy opdznienia charakteryzujace prace H-mostka LMD18200 sa pomi-
jalnie mate).
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Sis+fo
uFF
Wy 1 wdfm ¢y Uppp u Uggr w
PID G(s
as’+bs+1 - ~ Sat (5)
w
f e.vat -
)
K, @),
K 0 1
1 +sT s

naped

Rys. 6.4: Schemat blokowy uktadu regulacji prekoéci dla pojedynczego kota robota MMS.

Blok B1. Zgodnie z powszechnie przyjmowanym liniowym modelem napedu z silnikiem
pradu stalego, blok B5 wiazacy predkosé silnika Q(s) z napieciem twornika Usgqe(s) mozna
przedstawi¢ za pomoca transmitancji drugiego rzedu:

- . 9
Usat(s) 52 + JI?]ELbS + Rbir]%kw

Gs) & ) 7

gdzie J,b, L, R oraz k;, k., sa odpowiednio momentem bezwladnosci widzianym po stronie
wirnika, wspotczynnikiem tarcia wiskotycznego widzianym po stronie wirnika, indukcyjnos-
cia uzwojen wirnika, rezystancja uzwojen wirnika oraz stalymi maszynowymi (stala pra-
dowa i stata predkosciowa). Ze wzgledu na istniejaca tendencje do minimalizacji induk-
cyjnosci uzwojenia twornika w procesie produkcji nowoczesnych napedéw, w dalszej anal-
izie i projektowaniu pominieto sktadowa dynamiki zwiazana z obwodem elektromagne-
tycznym jako nieznaczaca w stosunku do skladowej mechanicznej. W efekcie uzyskano

zredukowany model pierwszego rzedu postaci:

Q(s) k ki JR
= dzie: k=———— T = —5—"—.
Usat(s)  Tms+ 1 894° Rb+ kiky,’ Rb + ki,

G(s) 2 (6.1)
Blok B2. Sygnal w; wykorzystywany jako sygnat zwrotny w ukladzie regulacji wynika z
estymacji predkosci silnika realizowanej na podstawie pomiaru zmiany chwilowej pozycji
watu w ustalonym czasie réwnym okresowi 7},. Dodatkowo wprowadzono filtracj¢ pier-
wszego rzedu ze stala czasowa T' w celu zmniejszenia poziomu szumu w sygnale zwrotnym.
W dyskretnej dziedzinie czasu estymator predkosci zrealizowano stosujac transformacje
FEulera wstecz®. Ostatecznie zaimplementowano algorytm estymacji réwnowazny nastepu-

jacemu réwnaniu réznicowemu:

1
T+T,

we(n—1)+ [0(n) —6(n—1)], (6.2)

wr(n) = T+,

gdzie n oznacza numer probki sygnalu dyskretnego.

®Roézniczke df przyblizono skoficzong réznica wstecz: A = 0(n) — O(n — 1).
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Blok B3. Transmitancja bloku sprzezenia wyprzedzajacego wynika z odwrotnosci trans-
mitancji dynamiki napedu, przy czym przyjeto tutaj zredukowany model (6.1). W real-
izacji cyfrowej zastosowano dyskretyzacje transmitancji G pr(s) metoda Fulera wstecz i

ostatecznie zaimplementowano nastepujace réwnanie réznicowe:
upp(n) = Kppilwar(n) —war(n — 1)) + Kppo drr(n), (6.3)

gdzie Kppy oraz Kppo sa wspolczynnikami bloku wyprzedzajacego, a i pp(n) = f(wqr(n))
jest sktadowsq statyczna sygnalu wyprzedzajacego obliczana na podstawie doswiadczalnie
okreslonych charakterystyk statycznych zastosowanego silnika (do$wiadczalnie okreslono
dwa odrebne réwnania prostych: Gppi(n) = 0.1566wgr(n) + 0.2626 oraz tupp_(n) =
0.1597wgr (n) — 0.3694 odpowiadajace charakterystykom statycznym u — w silnika dla obu

kierunkéw ruchu”).

Blok B4. Blok regulatora realizuje algorytm PID z dodatkowa korekcja sktadnika catku-
jacego wynikajaca z koniecznoéci ograniczenia zjawiska windup-u®. Struktura zastosowaniego
regulatora z korektorem wynika z nastepujacych réwnan (por. rys. 6.4):

er(T war (1) — wy(7),
up\T = erf(T)7

up(1) = Tyés(7),

ur(t) = T% foT ef(g)dfa

up(T) +up(r) +wr(7)
Usat (T) — u(T),
uprp(T) + upr(7),
Sat(“(T)a Umazx umin)7

(1)
(1)
(1)
(1)
ur(r) = up(r) + Keesat (1 — To), (6.4)
(1)
(1)
(7)
(1)

gdzie K, Ty, T; oraz K. sa nastawami bloku regulatora, T}, jest zalozonym czasem op6Znienia
(w implementacji cyfrowej jest on réwny zastosowanemu okresowi probkowania regulatora
dyskretnego: T, = T},), a funkcja Sat(-) wynika z ponizszej definicji:

A Umaz gdy U(T> Z Umaz
Sat(u(T), Umaz, Umin) = § w(T), gdy Umin < u(T) < Umaz, (6.5)
Umin, gdy U(T> < Umin-

Dyskretna implementacja bloku regulatora z korektorem wynika z zastosowania transfor-
macji Fulera wstecz prowadzac do réwnan réznicowych przedstawionych w Dodatku C.
Podczas prob doswiadczalnych sygnal sterujacy realizowany byl wytacznie w trybie wymuszenia
napieciowego (sterowanie ma interpretacje napiecia twornika wyrazona w [V]) z modulacja
jednobiegunows.

Blok B5. Blok filtru wstepnego wprowadzono w celu ulatwienia procesu strojenia reg-
ulatora PID i uzyskania pozadanych stanéw przejéciowych catego ukladu zamknigtego

"Réwnania prostych uwzgledniaja strefe martwa napedu i sa stuszne dla predkoéci wyrazonych w [Hz].
8Koncepcje korektora bloku catkujacego oparto o dokumentacje [Gro03).
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(bloki znajdujace sie na prawo od filtru wstepnego). Filtr ten moze spekliaé jedna z
dwéch funkeji pomocniczych: 1) bezposrednio eliminowaé wplyw zer transmitancji uktadu
zamknietego (wprowadzanych przez regulator PID) na stany przej$ciowe lub 2) stanowié
model referencyjny dla calego zamknietego ukladu regulacji. Pierwsza funkcja bedzie
zrealizowana, gdy mianownik transmitancji filtru bedzie réwny licznikowi transmitancji
uktadu zamknietego. Druga funkcja natomiast pozwala na swobodny dobér wspdtezyn-
nikéw filtru zgodnie z zalozona i pozadang oscylacyjnoécia i czasem ustalania przebiegéw
przejsciowych. Odtwarzanie sygnatu wyjsciowego filtru wgs (rys. 6.4) gwarantuje bowiem
zachowanie sie ukladu regulacji doktadnie w taki sposéb, jak przebiega reakcja filtru na
wymuszenie zadane wg. W omawianej implementacji filtr wstepny spetnia funkcje modelu
referencyjnego dla uktadu zamknietego. Cyfrowa realizacja filtru wynika z zastosowania
dyskretyzacji ciagtego modelu filtru metoda Fulera wstecz dajac nastepujace réwnanie

réznicowe:
war(n) = Flwgr(n — 1) + Fowgr(n — 2) + Fowg(n), (6.6)
. 2a+bT, — T2 . . .
gdzie F1 = OHF‘Z;T%?, Fy = m, Fy = m sa wspolczynnikami filtru (parame-

try a i b wynikaja wprost z transmitacji G(s)).

Tabela 6.2 zawiera wartosci parametréw zwiazanych z blokami B1-B5, ktére zostaly
uzyte podczas préb eksperymentalnych®. Jakoéé pracy ukladu regulacji predkosci poje-
dynczego napedu przy zmianie sygnatu zadanego w, z wartosci —37.7[obr/s] na +37.7[obr /s]
ilustruje rys. 6.5. Uzyskana jako$¢ dynamiczng w uktadzie regulacji predkosci kota okredlaja

réwniez: czas narastania ¢, ~ 0.080[s| oraz czas ustalania ¢5 ~ 0.112[s].

— o [obr/s]
S [obr/s]

| | |
1.3 14 15 1.6
1 [s]

Rys. 6.5: Rzeczywista odpowiedz skokowa uktadu regulacji predkoéci pojedynczego napedu robota MMS
przy zmianie sygnalu zadanego wq z wartosci —37.7[obr/s] na +37.7[obr/s].

6.3.2 Nadrzedny obwdd sterowania robotem

Nadrzedny obwdd sterowania platforma robota stanowi jeden ze sterownikéw VFO, ktéry

z jednej strony potlaczony jest z generatorem sygnatéw referencyjnych wysokiego poziomu

9Uzyte podczas modelowania wartosci parametréw mechanicznych nie uwzgledniaja bezwtadnosci oraz
tarcia po stronie kota napedu ze wzgledu na znaczng warto$é wspolczynnika przetozenia zastosowanej
przekladni (p =36 : 1).
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Tab. 6.2: Zastosowane podczas eksperymentéw wartosci parametréw blokéw dynamicznych obwoddow
regulacji predkosci két robota MMS.

Parametr | Opis Wartosé Jednostka

Ey wspéltezynnik filtru wstepnego 0.1111 ]

Fy wspOlezynnik filtru wstepnego 1.3333 ]

Iy wspélezynnik filtru wstepnego —0.4444 ]

K, nastawa bloku P regulatora PID 0.7 [Vs

Ty nastawa bloku D regulatora PID 0.007 [Vs?]

T; nastawa bloku I regulatora PID 0.98 [1/V]

K, wspétezynnik korekcyjny anti-windup-u 0.6 ]
Umnin dolne ograniczenie sygnatu sterujacego —12 [V]
Umaz gbérne ograniczenie sygnatu sterujacego +12 [V]
limaz| | ograniczenie pradu silnika 0.5 I maz| = 2.2 [A]

T, okres pracy dyskretnego ukladu regulacji 0.001 [s]
Krro wspOlezynnik bloku wyprzedzajacego 0.75 ]
K1 wspdlezynnik bloku wyprzedzajacego 0.231 [Vs]

T stala czasowa bloku estymatora predkosci 0.157 ‘ [s] ‘

J moment bezwladnodci wirnika 110 [gem?]

R rezystancja uzwojenia wirnika 1.1 (]

k; stala pradowa ~ 0.0524 [Nm/A]

(GTR), a z drugiej z podrzednymi obwodami regulacji predkosci oméwionymi w punkcie
poprzednim. Ogdlna struktura uktadu sterowania robotem zostala przedstawiona na rys. 6.6,
gdzie ponadto zaznaczono takie bloki funkcjonalne, jak blok skalowania predkosci B.SP
(patrz opis dalej), napedy kot prawego i lewego Np, Ny, estymatory predkosci silnikow
EPp, EPp, regulatory obu napedéw Rp, Ry (rozumiane jako odpowiednie fragmenty!°
obwodéw regulacji przedstawione w punkcie 6.3.1) oraz blok estymacji polozenia i pred-
kosci platformy robota EPPR.

Zadaniem generatora trajektorii referencyjnej jest generowanie w czasie rzeczywistym
nastepujacych sygnatéow definiujacych zadanie ruchu dla platformy robota:

Tt (nTg) — pozycja referencyjna w osi X uktadu globalnego,

yi(nTy) — pozycja referencyjna w osi Y ukladu globalnego,

gpt(nTg) — referencyjna orientacja platformy,

ve(nTy) — referencyjna predkoéé postepowa platformy (referencyjne sterowanie popychajace),
wi(nTy) — referencyjna predkosé katowa platformy (referencyjne sterowanie orientujace),

Tt (nTg) — skladowa referencyjnej predkosci postepowej platformy wzdtuz osi X uktadu globalnego,

yt(nTg) — sktadowa referencyjnej predkosci postepowej platformy wzdtuz osi Y uktadu globalnego.

19Bez blokéw estymacji predkodci, ktére zaznaczono oddzielnie na rys. 6.6.
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v
) Wpy R, up N, 0, EP, Wp
GTR _r> . —~
BSP
A > ~—\
Wrq u, 9, w;
R, N, EP,
T
A=[w,v,v,,v,,®,x,y]
EPPR
T.,=pT, 0

Rys. 6.6: Ogélny schemat blokowy uktadu sterowania robota MMS ze sterownikiem VFO.

Proces generowania wszystkich sygnalow odbywa sie w czasie dyskretnym ze stalym
okresem prébkowania Ty, = pT}, réwnym catkowitej wielokrotnosci okresu T}, pracy ob-
woddéw regulacji predkodci. Podczas realizacji sterownika VFO przyjeto p = 10 tak, aby
da¢ czas podrzednym obwodom regulacji na realizacje chwilowych predkosci napedow
wpa(nTy),wrq(nTy). Dla przyjetego okresu T), = 0.001 [s] otrzymujemy okres pracy blokéw
GTR oraz VFOReg wynoszacy Ty = 0.01 [s].

Zestaw sygnaléw zwrotnych A z poziomu platformy (por. rys. 6.6) jest estymowany w
bloku E' PP R wedlug nastepujacego schematu wynikajacego z catkowania metoda trapezéw
(Tustina):

17 w(n) g wp(n) = (~wi(n))],

2 w(n) = Twp(n) + (—wr(n))],

3 pn) = @n—1)+ Fwh) +whn—1),

4° wvz(n) = wv(n)cose(n), (6.7)
z(n) = x(n—l)—i—%[vx(n)—&—vx(n—l)],

5° wvy(n) = wv(n)sine(n),

u(n) = y(n—1)+ Fvy(n) +v,(n 1))
gdzie zmiana znaku predkosci wy, wynika z utozenia silnikow w module DM, a wielkosci v,
i vy oznaczaja sktadowe predkosci platformy wzdtuz odpowiednich osi uktadu globalnego.
Ze wzgledu na konieczno$é numerycznego catkowania rzeczywistych sygnaléw predkos-
ciowych, blok EPPR pracuje z czestotliwosdcia dziesieciokrotnie wigksza od czestotliwosci
pracy nadrzednego obwodu regulacji. W ten sposob ogranicza sie bledy operacji catkowa-
nia, a co za tym idzie tzw. dryfowanie wynikéw obliczen odometrii.

Blok V FO oblicza zgodnie z algorytmem VFO chwilowe wartosci zadanych predkosci
platformy w postaci probek sterowania popychajacego us(n) oraz sterowania orientu-
jacego uq(n). Ze wzgledu na wystepujace w praktyce ograniczenia predkosci zastosowanych
napeddéw, a tym samym ko6t robota (por. tab. 6.1), nie wszystkie wartosci sterowan w1 (n)
oraz us(n) beda realizowalne w ukladzie rzeczywistym. Dodatkowo ze wzgledu na rézni-
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cowy sposob realizacji ruchu rozwazanego robota, maksymalne realizowalne wartosci syg-
natéw uy(n) i uz(n) sa ze soba Scisle zwiazane [Mic0O4]. Aby nie przekroczy¢ tych wartosci
podczas realizacji zadania sterowania, zastosowano procedure skalowania predkosci przed-
stawiona miedzy innymi w pracach [KMMP06, DMMO01] i realizowana w bloku BSP zaz-
naczonym na rys. 6.6. Ostatecznie zatem predkosci platformy wuq(n) oraz us(n) przeliczane
sa na zadane predkosci napedéw kot robota zgodnie z ponizszym schematem:

1° wpe(n) = Flua(n) + gui(n)),
2° wre(n) = jluz(n) — 3ui(n)),
3° s = max {%, %} , (6.8)

_ odli s <1,
4° wpq(n),wrd(n) {prc{n)’ xwre(n), jesli s

Xwpe(n), —Xwre(n), jesli s> 1,

gdzie x = 1/(2mp), wielko$¢ wimae jest wyrazona w [rad/s|, a zmiana znaku predkosci dla
napedu lewego wynika ponownie z umiejscowienia silnikéw w module DM

6.3.3 Wybrane zagadnienia implementacji algorytméw VFO

Z punktu widzenia uzyskiwanej jakosci dzialania uktadéw ze sterownikami VFO warto
zwrocié uwage na dwie istotne kwestie zwiazane z implementacja proponowanych w rozdzia-
le 3 algorytmow.

Pierwsza kwestia dotyczy sposobu obliczania pomocniczej zmiennej orientacji .
Istnieja dwa alternatywne sposoby realizacji tego zadania. Pierwszy z nich polega na
catkowaniu sygnatu predkosci ¢, zgodnie z formuta:

T (3.13) T hghoy — hshs

eo(r) = 2ul0) + [ eulpde "2 (o) + [P
gdzie ¢, (0) = Atan2 (sgn(k)hs(0), sgn(k)h2(0)). Numeryczna realizacja procedury catkowa-
nia powoduje jednak narastanie bledéw obliczeniowych w miare uptywu czasu i w efek-
cie prowadzi do niepozadanych zjawisk takich, jak narastanie bledéw Sledzenia w przy-
padku realizacji zadania Sledzenia trajektorii zmiennych w czasie. Z tego zwgledu w re-
alizacji praktycznej nalezy raczej unikaé¢ wyzej wspomnianej metody. Zadowalajace rezul-
taty otrzymuje sie natomiast stosujac drugi sposob obliczania sygnalu ¢, polegajacy na
uciaglaniu pomocniczego kata orientacji poprzez realizacje funkcji Atan2c (+,-). Dzialanie
tej funkcji opisano w punkcie 3.1, a sposéb realizacji w Dodatku A.1. Implementacja prak-
tyczna wykorzystuje funkcje Atan2c (-, ).

Druga kwestia zwigzana jest SciSle z zastosowang procedurg skalowania predkosci
przedstawiong w punkcie poprzednim, a wynikajaca z wystepowania praktycznych ograni-
czen predkosci rzeczywistych napedéw robota. Jakkolwiek w niniejszej pracy nie zamie-
szczono teoretycznej analizy jakosci sterowania z uwzglednieniem ograniczen sygnaléw
sterujacych, to uzyskane wyniki dziatania uktadu (sprawdzone symulacyjnie w [KMMPO06])
z zaproponowana procedura (6.8) wydaja sie byé obiecujace. Jedyna problematyczna
kwestia staje sie sposob okreslania sygnaléw & oraz y wystepujacych podrednio w ro-
wnaniu (3.13) poprzez definicje elementéw hg i hs. Sygnaly & oraz y stanowia skladowe

"Predkosci wpqa(n) i wra(n) obliczone w punkcie 4° sa wyrazone w [Hz).
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rzeczywistych predkosci platformy i zgodnie z ta interpretacja winny wynikaé z bieza-
cych obliczen predkosci realizowanych przez blok EPPR (rys. 6.6). Przeprowadzone préby
doswiadczalne wykazaly jednak, iz lepsze jako$ciowo wyniki uzyskuje sie, gdy sygnaly te
sg obliczane jako:

T = U9 COS , U = ug sin @, (6.9)

gdzie ug stanowi biezaca warto$é obliczonego sterowania popychajacego w sterowniku
VFO'2. Propozycje (6.9) mozna probowaé intuicyjnie interpretowaé jako swego rodzaju
predykcje sktadowych predkosci &,y dla przypadku, gdyby obliczona warto$é¢ sterowania
popychajacego us zostala zrealizowana przez uktad wykonawczy robota. Poprawa jakosci
wynikajaca z zastosowania propozycji (6.9) polega na efektywniejszej realizacji zadania
orientowania (pomocniczy blad orientacji e, zmierza do zera bez przeregulowania), ktére
odgrywa kluczowa role w metodzie VFO. Zastosowanie propozycji (6.9) pozwolito réwniez
zauwazy¢ mniejsze odchylenia sygnaléw bledéw Sledzenia (po zaniknieciu skladowych
przejsciowych) w przypadku praktycznej realizacji zadan odtwarzania trajektorii zmien-
nych w czasie. Poruszona tutaj kwestia wymaga jednak dalszych badan, szczegdlnie od
strony teoretycznej.

Na koniec nalezy zaznaczy¢, iz wszystkie obliczenia zwiazane z zaprezentowanym ukla-
dem sterowania robota MMS wraz z generacja sygnatéw referencyjnych byty realizowane
na poktadzie robota przez jednostke obliczeniowa procesora TMS320F2812 w arytmetyce
staloprzecinkowej z wykorzystaniem funkcji obliczeniowych biblioteki IQmath [1Q:02].
Zatem mozna powiedzie¢, iz robot jest obliczeniowo autonomiczny. Stanowisko do$wiad-

Code Composer Studio
JTAG
M
PC CENTRONICS

Rys. 6.7: Schemat potaczenia karty DSP robota z komputerem PC zastosowany na stanowisku doéwiad-
czalnym.

czalne wymagalo jednak polaczenia karty DSP robota MMS z komputerem PC (rys. 6.7)
w celu wygodnego przesytu parametréw dla generatora trajektorii referencyjnych, wartosci
parametréw sterownika VFO oraz odbioru danych pomiarowych i wynikéw obliczen w celu
ich pézniejszej wizualizacji'®. Obstuge komunikacji i dostep do zasobéw procesora syg-
natowego znajdujacego sie na pokladzie robota zrealizowano z poziomu programu Code
Composer Studio (Texas Instruments).

12Taka strategie przyjeto takze w badaniach symulacyjnych, ktérych wyniki zawarto w pracy [KMMP06].
13Przesyt ten miat charakter wsadowy i podczas realizacji zadania sterowania zadna komunikacja
pomiedzy komputerem a jednostka sterujaca na poktadzie robota nie byla wymagana.



Rozdziat

Wymniki badan eksperymentalnych

Niniejszy rozdzial prezentuje warunki realizacji oraz wyniki doswiadczen przeprowad-
zonych na platformie moblinej MMS dla sterownikéw VFO zaproponowanych w punkcie 3.1.
Przedstawione rezultaty opatrzono kréotkim konicowym komentarzem. Wszystkie ekspery-
menty zrealizowano z jednym i tym samym zestawem wartosci parametrow algorytmow
VFO, aby pokaza¢ prostote syntezy rozwazanych sterownikow oraz brak istotnej wrazli-
wosci algorytméw VFO (z punktu widzenia jakoSci sterowania) na zmiany tych parametréw.
Uzyte wartosci zebrano w tabeli 7.1.

Tab. 7.1: Wartosci wspétczynnikéw sterownikéw VFO zastosowane podczas préb doswiadczalnych.

Parametr | Opis Wartosé | Jednostka
k1 wspotczynnik bledu orientacji platformy 10 [1/s]
ky, wspotezynnik bledéw pozycji platformy 5 [1/s]
pomocniczy parametr projektowy 3 [1/s]

W kolejnych dwéch punktach zaprezentowano wyniki pieciu eksperymentéw (dwa dla
zadania $ledzenia i trzy dla zadania stabilizacji) prezentujacych rézne praktyczne aspekty
implementacji zaproponownaych algorytméw VFO.

7.1 Zadanie Sledzenia trajektorii

Jakosé¢ sterowania dla zadania $ledzenia prezentuja wyniki uzyskane dla dwéch rodzajow
trajektorii zmiennych w czasie: trajektorii eliptycznej oraz trajektorii 6semkowej. Wybor
tych wlasnie trajektorii zostal podyktowany wyzszym stopniem trudnosci ich realizacji w
poréwnaniu do trajektorii prostoliniowych czy kolowych!'. W obu przypadkach zaimple-
mentowano réwnania sterownika VFO przedstawione w punkcie 3.1.2 (szczegdly imple-

mentacji zawarto w punkcie 6.3).

!Trajektoria prostoliniowa wymaga jedynie niezerowej i statej predkosci postepowej platformy (predkosé
katowa jest tozsamosciowo réwna zero), a trajektoria kotowa — stalej i niezerowej predkosci postepowej i
katowej. Obie wybrane trajektorie (eliptyczna i 6semkowa) wymagaja realizacji obu predkosci (postepowej
i katowej) jako sygnaléw zmiennych w czasie.

165
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Eksperyment E1 — trajektoria eliptyczna. Dyskretne sygnaly referencyjne dla plat-

formy mobilnej obliczano bezposrednio na podstawie nastepujacych rownan okreslonych

w ciaglej dziedzinie czasu:

T

= sgn(vy)

V0 () + vg (7))

ayt (T) vzt (7) — agt(T)vye (1)

T

T

v (1)

x4(T) = x4(0) + A, cos QT
yi(7) 2 y:(0) + A, sin Qr,
24(7) = vt (7) —QA, sin Qr,
(7)) = v(7) = QA,cosQr,
F(T) = age(7) = —Q2A, cosQr,
Git(7) = ape(1) = —Q?A,sinQr,
(1)
(7)
(1)

Pt

)

= Atan2c (sgn(ve) vyt (7), sgn(ve) v (1)),

(7.1)

przy czym postaé predkosci wy(7) wynika ze zrézniczkowania sygnalu (7). Wartosci

poszczegdlnych parametrow trajektorii referencyjnej zebrano w tabeli 7.2. Podczas re-

Tab. 7.2: Zestaw wartoéci parametréw referen- Tab. 7.3: Zestaw wartoéci parametréw referen-

cyjnej trajektorii eliptycznej.

Parametr | Warto$¢ | Jednostka
A, 0.4 [m]
A, 0.7 [m]

Q 0.4 [rad/s]
x(0) 0 [m]
y+(0) 0 [m]

sgn(vt) +1 [l

cyjnej trajektorii 6semkowe;j.

Parametr | Warto$¢ | Jednostka
A 0.4 [m]
Q, 0.3 [rad/s]
Qy 0.6 [rad/s]
x4(0) 0 [m]
y:(0) 0 ]
sgn(v) +1 []

alizacji zadania maksymalne predkosci kot platformy zostaly ograniczone do wartoéci

Wkmaz = 12.5[rad/s] (por. procedure skalowania predkosci w punkcie 6.3.2). Przyjeto

nastepujace warunki poczatkowe platformy: g(0) =

[r/2 0 0]T.

Uzyskane wyniki ilus-

truja rys. 7.1-7.7 (prébki sygnaléw z wykreséw zostaly zebrane z kwantem A7 = 0.04[s]).

Eksperyment E2 — trajektoria 6semkowa. Dyskretne sygnaly referencyjne dla plat-

formy mobilnej obliczano bezposrednio na podstawie nastepujacych réwnan okreslonych

w ciaglej dziedzinie czasu:

z4(7)
ye(7)
21(T) = vge(7)
Gt (7) = vt (1)
Z1(T) = agt(7)
e(7) = ay(7)

1>

x4(0) + Asin Q,7,
y¢(0) + Asin Q,7,

Qs AcosQ,T,

QyAcos QyT,

—02 Asin Q, 7,
—QZA sin Q,7,

(7.2)

przy czym definicje sygnaléw v (7), wi(7) oraz ¢i(7) przyjeto analogicznie jak w (7.1).

Wartosci poszczegdlnych parametréw trajektorii referencyjnej zebrano w tabeli 7.3. Pod-
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czas realizacji zadania maksymalne predkosci k6t platformy zostaly ograniczone do wartosci
Wkmaz = 12.5[rad/s] (por. procedure skalowania predkosci w punkcie 6.3.2). Przyjeto
nastepujace warunki poczatkowe platformy: q(0) = [r —0.2 —0.3]7. Uzyskane wyniki ilus-
truja rys. 7.8-7.14 (prébki sygnaléw z wykreséw zostaly zebrane z kwantem A7 = 0.06[s]).

7.2 Zadanie stabilizacji

Jakosé¢ sterowania dla zadania stabilizacji prezentuja wyniki uzyskane dla trzech zadan
szczegblowych: parkowania rownolegtego w otoczenie € punktu zerowgo, parkowania tytem
w otoczenie € punktu zerowego oraz parkowania przodem z dojazdem do punktu zerowego
(e = 0). We wszystkich przypadkach zaimplementowano réwnania sterownika VFO przed-
stawione w punkcie 3.1.3 (szczegély implementacji zawarto w punkcie 6.3), przy czym w
dwéch pierwszych wykorzystano takze modyfikacje (3.74). Eksperyment parkowania do
punktu zerowego (e = 0) ukazuje problem duzej wrazliwosci nieciaglych prawie stabi-
lizatorow na bledy obliczen i szum pomiarowy w punkcie stabilizacji (problem znany z
literatury przedmiotu).

Eksperyment E3 — parkowanie réwnolegte (e > 0). Zadanie parkowania réwnoleglego
. . A . ,

zrealizowano dla zerowego punktu referencyjnego q; = 0 i dla warunkéw poczatkowych

platformy q(0) = [0 0 1.5]7. Przyjeto ponadto ograniczenie maksymalnej wartosci pred-

kosci kot platformy jako wipme, = 12.5[rad/s| (procedura skalowania predkosci z pun-

ktu 6.3.2) oraz promien otoczenia pozycji referencyjnej e = 0.005[m]. Uzyskane wyniki ilus-

truja rys. 7.15-7.21 (probki sygnaléw z wykreséw zostaly zebrane z kwantem A7 = 0.02[s]).

Eksperyment E4 — parkowanie tylem (¢ > 0). Zadanie parkowania w strategii
ruchu do tylu zrealizowano dla zerowego punktu referencyjnego q; 2 0 i dla warunkéw
poczatkowych platformy g(0) = [-0.5 0.5 0.6]7. Przyjeto ponadto ograniczenie maksy-
malnej wartosci predkosci kot platformy jako wyme, = 6.66[rad/s| (procedura skalowania
predkosci z punktu 6.3.2) oraz promien otoczenia pozycji referencyjnej e = 0.005[m)].
Uzyskane wyniki ilustruja rys. 7.22-7.29 (probki sygnaléw z wykresow zostaly zebrane z
kwantem A7 = 0.02[s]).

Eksperyment E5 — parkowanie z dojazdem do punktu (¢ = 0). W tym przy-
padku zadanie parkowania zrealizowano dla zerowego punktu referencyjnego g, 20idla
warunkéw poczatkowych platformy q(0) = [7/2 0 — 0.5]7. Przyjeto ponadto ogranicze-
nie maksymalnej wartosci predkosci két platformy jako wgpq. = 6.66[rad/s| (procedura
skalowania predkosci z punktu 6.3.2) oraz zerowy promien otoczenia pozycji referencyjne;
e = 0. Uzyskane wyniki ilustruja rys. 7.30-7.37 (prébki sygnaléw z wykreséw zostaly ze-
brane z kwantem A7 = 0.02[s]).
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7.3 Komentarze i podsumowanie

Wstepna analiza wynikéw doswiadczalnych zaprezentowanych w poprzenim punkcie na-
suwa kilka podstawowych wnioskdw.

Uzyskane bledy éledzenia pozycji dla obu rozwazanych trajektorii znajduja sie prze-
waznie na poziomie 10~* + 1073[m], a bledy &ledzenia orientacji na poziomie 1073 +
10~2[rad]. Bledy stabilizacji natomiast mieszcza si¢ w zalozonym obszarze e. Otrzymane
wyniki moga stanowi¢ wystarczajaca doktadno$é w wielu zastosowaniach praktycznych.
Pojawiajace sie bledy $ledzenia moga natomiast wynikaé z ujawnienia si¢ dynamiki plat-
formy robota oraz dynamiki napedéw, ktére nie zostaly wprost uwzglednione na poziomie
sterownika nadrzednego VFO, a takze z bledéw obliczenn numerycznych? i szumu pomi-
arowego sygnaléw zwrotnych.

Warto zaznaczyé, iz wszystkie obliczenia konieczne do realizacji zadan sterowania
zostaly zaimplementowane i byty realizowane w czasie rzeczywistym na pokladzie rob-
ota. Swiadczy¢ to moze o wzglednie niewielkiej zlozonosci obliczeniowej proponowanych
algorytmow VFO.

Uwzglednienie ograniczen sygnaléw predkosciowych kot robota poprzez wprowadzenie
procedury skalowania predkosci uchronito system przed istotnym pogorszeniem jakosci
sterowania wynikajacym z osiggania nasycen tych sygnatéow. Jedynym w zasadzie skutkiem
ubocznym zjawiska nasycenia jest obecno$é przeregulowan w przebiegu pomocniczego syg-
nalu bledu orientacji e, (7). W pracy [KMMPO06] pokazano, iz zastosowanie procedury
skalowania predkosci (6.8) podczas realizacji zadania stabilizacji zapewnia zachowanie
ksztaltu Sciezki kreslonej przez platforme robota na plaszczyZnie (z,y) (w poréwnaniu
ze $ciezka uzyskana przy braku ograniczen). Kwestia jakosci sterowania w ukladzie z
ograniczeniami wymaga jednak jeszcze dalszych analiz teoretycznych.

Istotnym z praktycznego punktu widzenia jest brak odpornoéci uktadu zamknietego
zaobserwowany w przypadku realizacji zadania stabilizacji z zerowym otoczeniem €. Jest
to cecha charakterystyczna dla calej rodziny sterownikéw wykazujacych nieciagltosé w
punkcie stabilizacji. Powigkszenie parametru € powoduje jednak ograniczenie badz wyeli-
minowanie tego niekorzystnego zjawiska, kosztem pogorszenia precyzji realizacji pozycji
referencyjnej (orientacja podlega stabilizacji asymptotycznej takze wewnatrz obszaru e).
Kwestig otwarta nadal pozostaje dobér wielkosci obszaru € oraz mozliwosé pojawienia sie
efektu czestych przelaczen sygnaléow sterujacych na granicy tego obszaru.

Wszystkie opisane eksperymenty zostaly przeprowadzone dla tych samych wartosci
nastaw sterownikow VFO. Fakt ten ma istotne znaczenie praktyczne, gdyz Swiadczy
o prostocie syntezy sterownikow VFO niezaleznie od rodzaju realizowanego zadania i
warunkéw poczatkowych systemu. Nie oznacza to oczywiscie, iz zaproponowany zestaw
wartosci parametréw byl w jakimkolwiek sensie optymalny. Generalnie, realizacja konkret-
nego zadania winna by¢ poprzedzona procedura doboru tych wartoéci w celu optymalizacji
jakosci sterowania (w sensie przyjetego kryterium).

Wszystkie wspomniane wyzej zagadnienia moga nadal stanowié¢ zrédto ciekawych i
bardziej szczegdlowych badan.

Podsumowujac rozdzial 7 mozna stwierdzié¢, iz uzyskane wyniki dos§wiadczalne potwier-

2Ze wzgledu na staloprzecinkows, realizacje obliczen, precyzja wynikéw byla ograniczona.
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dzaja efektywno$é¢ zaproponowanej metody sterowania VFO w obu przypadkach reali-
zowanych zadan sterowania: $ledzenia trajektorii i stabilizacji w otoczeniu punktu.
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Rys. 7.1: Eksperyment E1 — btedy $ledzenia: e, (), ez (- -), ey (-.-).
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Rys. 7.2: Eksperyment E1 — efektywnosé orientowania pola g5 jako przebieg cos o, gdzie a = Z(g3, h™).
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Rys. 7.4: Eksperyment E1 — zrealizowane sterowanie orientujace u1 () i popychajace us (- -) (jako
rzeczywiste predkosci platformy w oraz v).
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le,| radl. eI le, | (m]

T[s]

Rys. 7.5: Eksperyment E1 — bezwzgledne wartosci btedéw éledzenia: |e,| (-), |ex| (- -), |ey| (-.-) w skali
logarytmicznej.
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Rys. 7.6: Eksperyment E1 — predkosci két robota: wp (-), wr (- -).
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Rys. 7.7: Eksperyment E1 — $ciezka geometryczna kreslona przez poczatek uktadu
lokalnego platformy robota.
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Rys. 7.8: Eksperyment E2 — btedy $ledzenia: e, (), ez (- -), ey (-.-).
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Rys. 7.9: Eksperyment E2 — efektywnosé orientowania pola g5 jako przebieg cos o, gdzie a = Z (g3, h™).
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Rys. 7.10: Eksperyment E2 — pomocniczy btad orientacji eq.
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Rys. 7.11: Eksperyment E2 — zrealizowane sterowanie orientujace ui (-) i popychajace uz (- -) (jako
rzeczywiste predkosci platformy w oraz v).
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le,| rad], e, e, (m]

Rys. 7.12: Eksperyment E2 — bezwzgledne wartoéci bledéw éledzenia: |e,| (-), |ex| (-

logarytmicznej.
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Rys. 7.13: Eksperyment E2 — predkosci két robota: wp (-), wr (- -).
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Rys. 7.14: Eksperyment E2 — éciezka geometryczna kreélona przez poczatek uktadu

lokalnego platformy robota.
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Rys. 7.15: Eksperyment E3 — bledy stabilizacji: e, (-), ez (- -), ey (--).
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Rys. 7.16: Eksperyment E3 — efektywnoéé orientowania pola g5 jako przebieg cos a, gdzie o = 2 (g3, h™).
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Rys. 7.17: Eksperyment E3 — pomocniczy btad orientacji eq.
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Rys. 7.18: Eksperyment E3 — zrealizowane sterowanie orientujace ui (-) i popychajace uz (- -) (jako

rzeczywiste predkosci platformy w oraz v).
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le,| radl, e J, e, | (m]
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Rys. 7.19: Eksperyment E3 — bezwzgledne wartoéci bledéw stabilizacji: |e,| (-), |ex| (- -), |ey] (--) W
skali logarytmiczne;j.
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Rys. 7.20: Eksperyment E3 — predkosci két robota: wp (-), wr (- -).
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Rys. 7.21: Eksperyment E3 — éciezka geometryczna kreélona przez poczatek uktadu
lokalnego platformy robota.
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Rys. 7.22: Eksperyment E4 — bledy stabilizacji: e, (-), ez (- -), ey (--).
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Rys. 7.23: Eksperyment E4 — efektywnoéé orientowania pola g5 jako przebieg cos a, gdzie a = 2 (g3, h™).
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Rys. 7.24: Eksperyment E4 — pomocniczy btad orientacji eq.
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Rys. 7.25: Eksperyment E4 — zrealizowane sterowanie orientujace ui (-) i popychajace uz (- -) (jako
rzeczywiste predkosci platformy w oraz v).
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Rys. 7.26: Eksperyment E4 — bezwzgledne wartoéci bledéw stabilizacji: |e,| (-), |ex| (- -), |ey] (--) W
skali logarytmiczne;j.
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Rys. 7.27: Eksperyment E4 — predkosci két robota: wp (=), wr (- -).
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Rys. 7.28: Eksperyment E4 - éciezka geome- Rys. 7.29: Eksperyment E4 — $ciezka kredlona
tryczna kredlona przez poczatek uktadu lokalnego przez poczatek uktadu lokalnego platformy robota
platformy robota. (powigkszone otoczenie punktu poczatkowego).
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Rys. 7.30: Eksperyment E5 — bledy stabilizacji: e, (-), ez (- -), ey (--).
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Rys. 7.31: Eksperyment E5 — efektywnoéé orientowania pola g5 jako przebieg cos a, gdzie o = Z(g3, h™).
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Rys. 7.32: Eksperyment E5 — pomocniczy btad orientacji eq.
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Rys. 7.33: Eksperyment E5 — zrealizowane sterowanie orientujace ui (-) i popychajace uz (- -) (jako
rzeczywiste predkosci platformy w oraz v).
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Rys. 7.34: Eksperyment E5 — bezwzgledne wartosci bledéw stabilizacji: |eo| (<), lex| (- -), |ey] (--) w
skali logarytmiczne;j.
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Rys. 7.35: Eksperyment E5 — predkosci kot robota: wp (=), wr, (- -).
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Rys. 7.36: Eksperyment E5 — éciezka geome- Rys. 7.37: Eksperyment E5 — éciezka kreglona
tryczna kredlona przez poczatek uktadu lokalnego przez poczatek ukltadu lokalnego platformy robota
platformy robota. (powigkszone otoczenie punktu stabilizacji).
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Definicje niestandardowych funkcji

A.1 Funkcja Atan2c(-,-)

Ponizej podano algorytm obliczania wartosci ciaglej funkcji Atan2c (-,-) dla dyskretnej
dziedziny czasu 7 = iT}, i € N (dla statego badz zmiennego okresu prébkowania T}, > 0).
Wyrazenie

pa(iTy) = Atan2e (gs(iTp), g2(iTp)) € R

jest obliczane w nastepujacy sposéb:

Krok 1: ®,(iT,) = Atan2 (g3(iT}), g2(iT})) € [—m, 7],

Krok 2: Fgp: ¢o((1 —1)Tp) € R — @4((i — 1)T}) € [—7, 7],

Krok 3: A®,(iT,) = 4(iT),) — ®u((i — 1)T}),

Krok 4: IF A®,(iT,) > +7 THEN Apa(il}) = Ad,(iT}) — 2,
IF A®.(iT)) < —r THEN Apu(iT,) = Ad,(iT,) + 2,

Krok 5: ¢u(iTp) = pa((i — 1)T},) + Apa(iT}),

gdzie Atan2 (g3, g2) jest klasyczna czteroéwiartkowa funkcja arctan, a Fg pozwala na odw-
zorowanie ciaglej dziedziny kata w przedzial [—m, 7|. Funkcja Atan2c (-, -) stanowi zatem
ciagla wersje funkcji Atan2 (-, ).
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Wyprowadzenia wyrazen pomocniczych

B.1 Wyrazenia pomocnicze dla modelu (3.1)

Wyprowadzenie zaleznosci (3.35) (oraz (3.65)) dla || h*|| # 0. Korzystajac z (3.34), (3.1),
(3.8), (3.15) oraz (3.16) mozemy zapisaé:

. ho . .
(334) . . |h | (3.15) | 4 « 2 — COS (L COS
2 h”:l]{J:”hH%J

h3 Hh*” - COSO[SiIl(p
Zatem:
h3 2hgy cos v cos ¢ 9 9
(R o - p + cos” acos” o+
[l IIh]
h% 2hs3 cos asin 9 .9
+ — " + cos” asin” p| =
I || 1]
hg cos hs si
= || |:1—2€OSOZ QCOSQO_F* ki d —|—cosza} =
]

(3.16)

| h*)? (1 — 2cos acos a + cos? a) = || h*|? (1 — cos? ) .

Wyprowadzenie zaleznosci (3.36) (oraz (3.66)).

(616) | (ha cos ¢ + hg sin )2 _ h3 + h2 — (ha cos  + hssin p)? _

1 — cos? a(y) 5 5 R
1R*]” 1 g3l hy + h3
(hg sin ¢ — hg cos @)?
h3 + h3 '
Zakladajac, ze ¢ — g, na podstawie (3.10) dostajemy:
. h3 . . hs cos ¢
| t =— = 1 5 = —.
Jm o s i e = S

2

Podstawiajac powyzsza relacje do wezesniej wyprowadzonego wyrazenia na 1 — cos® a(y)

otrzymujemy (3.36).

181
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Wyprowadzenie zaleznoéci (3.70).

(3.1)

cos go] uy 310
sin

Cos ¢ ST — hs cos? 4+ hg cospsin
sing| 72 hg sin @ cos ¢ + hgsin? ¢

W granicy dla ¢ — ¢, otrzymujemy:

ti [ 20P)] | 205" pa s con sy g (B.1)
e—ea | Y(p) ha sin ¢, cos @, + hs sin® ¢,
oraz h . .
tang, P2V B g, = 2P g = 18C05Pa (B.2)
h2 h3 hg

Podstawiajac powyzsze wyrazenia na cos g, oraz sinp, do odpowiednich elementéw w
(B.1) dostajemy:

oy [E@)] _ [ hacos® pa + hg"25heesing, | _ [ by
e—ea |7(p) hg% o8 g + hssin? ¢, hs |

2

Przywolujac na podstawie (3.48), ze é, = —&, é, = —y otrzymujemy relacje (3.70).

Sprawdzenie spelnienia nieréwnosci g3’ g3, > 0 w granicy dla ¢ — ¢, oraz ez,ey — 0.
Zapiszmy, co nastepuje (dla ug # 0):

*T % . . (3.1) 1 . ..
9o gop = COSpCOS py + SN psiny; = " (x COs Yt + Y sin SOt)-
2

Aby powyzsze wyrazenie bylo dodatnie, musi zachodzié: sgn(us)sgn( cos gy + ysingg) >
0. Mozna pokazaé, ze dla ¢ — ¢, zachodzi: ©(p) = ha, y(¢) = hs (patrz wyzej). Z
poréwnania (3.59) z wyrazeniem @D Atan2c (sgn(u2)y, sgn(us)t) wynika takze, ze dla
© — p, mamy: sgn(uz) = sgn(eyo). Mozemy zatem zapisac:
wliné sgn(ug) sgn(z(p) cos @i + y(p) sin ) = sgn(exo)sgn(he cos o + hs sin ;) =
(3.55) sgn(eqo)sgn(kpes cos o + 8 cos® pp + kpey sin g + 6 sin? g;) =
= sgn(ez0)sgnky(es cos @p + ey sin ) + 6) = sgn(exo)sgn(kpe*’ g3, + ).

Hoczyn skalarny e*” g3, w granicy dla lime, ¢, —o jest réwny || e*| || g5,|| sgn(es), co wynika
bezposrednio z faktu, ze tanyp — tang; w okolicy punktu stabilizacji (patrz dowdd
twierdzenia 3.3). Z geometrycznej interpretacji metody VFO oraz z wnioskéw dotycza-
cych zbieznodci sygnaléw e, oraz e, (patrz dowéd twierdzenia 3.3) wynika ponadto, ze
lime, e, 0 sgn(ez) = sgn(eq0). Ostatecznie zatem zapiszemy co nastepuje:

lim  sgn(eqo)sgn(kye” g3, + 8) = sgn(eqo)sgn(ky || €*|| || g5l sgnles) + 6) =

ez,ey—0
(3.51) * *
= sgnl(exo)sgn(kp || €[] sgnlezo) —n || €*[| sgn(esn)) = sgn(kp —n) > 0,

gdzie ostatnia nier6wnosé¢ wynika z faktu, ze 0 < n < k,, (patrz (3.51)).
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B.2 Wyrazenia pomocnicze dla modelu (3.81)

Wyprowadzenie zaleznosci (3.115) (oraz (3.145)) dla || h*|| # 0. Korzystajac z (3.114) oraz
(3.107) mozna zapisac:

3.114 . (381) |h sin 0 3.94 hy - — sin @)k cos a
(:)h*_q*(:)lzl_l 1 1?12(_)””/*” TR ]

h3 cos 61 cos 05 - ”];ﬁ” — cos 0y cos O9ky cos a|
Zatem
[ h2 2hs sin 6 _
||,r‘||2 - || "1’*”2 || th2 N HQh*H 1k2 COSCX+Sln2 91]{:% COSQO[+
h2  2hscos b cosf
[ thZ - BCC‘]Sh:HCOS 2k2 cos a + cos? 01 cos? 92k§ cos? a] =
(3.95) 9 ho sin 61 + hs cos 81 cos 05 21 9
=" | h*|* |1 -2 B3 cosa+ || g3|" ——5 cos”a| =
(3.96) 92 | g5l
3.96

| h*||* (1 = 2cos®a + cos?a) = || h*||* (1 — cos® @) .

Wyprowadzenie zaleznosci (3.116) (oraz (3.146)).

. 2 (336) . (g;Th*)2 _ 1 _ _ (h2sinf1+hgcos b cos 62)? o
L-cosalfy) = e sl - TErRG o reost, cost )
(h%Jrhg)(sin 01 +cos? 0; cos? 92)7(h% sin? 01 +2hahs sin 01 cos 61 cos 02+h§ cos? 60 cos? 02)

(h2+h32)(s3+cos? 01 cos? 6) -
(h2 cos 01 cos f2—hg sin 61)?
(h%-{—h%)(sin2 01+cos? 61 cos? 62)

(B.3)
W granicy dla #; — 61, mamy:
(3.90) ha cos 09

lim tan#; = —— = lim sinf; =

ho cos 01 cos 05
01—014 hs 01—014 hg '

Podstawiajac wyrazenie na sin#; do licznika wyrazenia (B.3) uzyskujemy relacje (3.116).

Wyprowadzenie zaleznosci (3.150).

J ) (3.81) . (3.94,3.96) sin 61 (ho sin 0y + hg cos 0 cos 03)
N T sin? 61 + cos2 6 cos? 6 ’

(B.4)
. ) 94,3 0 05 (ho sin 67 + hs cos 6 cos 6
B (01) (3.81) 08 01 €0 Oty (3.94,3.96) Cos 01 cos. 22( 9 sin 1 + hsg cos 61 cos 2)‘
sin® 01 + cos? 6, cos?
W granicy dla ; — 61, mamy:
. (3.90) ha cos 0 . ho cos 01 cos 05 . hs sin 64
1 tanf = ——= = 1 hy = —"—" —% 1 — e
9151011(1 anv ha elin(;lla 3 sin 61 ’ Glgra}la 27 Cosfy cosby

Podstawiajac wyrazenia na hs oraz he odpowiednio do pierwszego oraz do drugiego réw-
nania w (B.4) otrzymujemy (3.150).
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Sprawdzenie spelnienia nieréwnosci g3’ g5, > 0 w granicy dla 6; — 6, oraz ey, ez — 0.
Zapiszmy co nastepuje (dla ug # 0):
$T % g . . . CEDRE S ). s
g5' g5, = sin 01 sin 014 + cos 01 cos B9 cos Oy cos Ogp =" — (63 sin 614 + O3 cos Oy cos Oy ).
U2
Nieréwnoéé gi1 g3, > 0 zachodzi, gdy: sgn(uz)sgn(@ sin 0y + 65 cos 01 cos 02¢) > 0. Mozna
pokazaé, ze dla 6 — 61, zachodzi: 92(91) = hs, 93(91) = hg (patrz wyzej). Z poréwnania

(3.81)

(3.139) z wyrazeniem 6, Atan2c (sgn(uQ)Hg cos 0o, sgn(ug)ﬁg) wynika takze, ze dla

01 — 61, mamy: sgn(uz) = sgn(esp). Mozemy zatem zapisac:

lim  sgn u2)sgn(92 (01)sin 61 + 05 (61) cos B4 cos Oy) =

01—014
= sgn(eso)sgn(hg sin 614 + hs cos 014 cos b)) =

(
(

(3.139) sgn(eso)sgn(kpes sin 614 + 0 sin® 0y, + kpes cos 014 cos Oa; + & cos? b4 cos? fap) =
(

= sgn 630)39”(kpe*Tg§t + 4 g§tH2)-

Hoczyn skalarny e*?g3, w granicy dla lim,, ¢, o jest réwny || e*|| || g3, sgn(es), co wynika
bezposrednio z faktu, ze tanf#; — tanf;; w okolicy punktu stabilizacji (patrz dowdd
twierdzenia 3.5). Z geometrycznej interpretacji metody VFO oraz z wnioskéw dotycza-
cych zbieznosci sygnaléw eg oraz es (patrz dowdd twierdzenia 3.5) wynika ponadto, ze
lime, ¢, —0 sgn(es) = sgn(egp). Ostatecznie zatem mozemy zapisac:

lim  sgn(eso)sgn(kpe” g3, + ) g3,°) =

eg,e3—0

(

= sgnleso)sgn(ky | €| g5l sgn(es) + 611 g3|1*) =
(
(

(3.131)
=" sgn(eso)sgn(ky || e*[| || g3l sgnleso) — n |l e[| | g5 sgn(eso)) =
= sgn(ky, —n) >

gdzie ostatnia nier6wnos$¢ wynika z faktu, ze 0 < n < k,, (patrz (3.131)).

B.3 Wyrazenia pomocnicze dla modelu (3.156)

Wyprowadzenie zaleznosci (3.190) (oraz (3.219)) dla || h*|| # 0. Korzystajac z (3.189) oraz
(3.165) mozna zapisac:

h
, (3.189) b — g « (3.156) lzgl _ ll] "y (3.171) X [
3 Y1 |h |

— 11 kg cos a] '



B.3. Wyrazenia pomocnicze dla modelu (3.156) 185

Zatem
h3 2h
Ir]> = ||h? thfHZ —mkg cos a + k3 cos® a+
h3 2h3y1
+ W — mkz COSO[—Fy%]C% COSQOZ =
ha + h
= ||r? [1 — 272” h*ﬁyl ko cos o + (1 4 32)k3 cos? oz} =

| by + h 1
(B172) 2 [1—272:_ 2 cosa+ | g3 20082041 =
lg3ll 1| ]l I g3l

=7 h)? (1 — 2cos? a + cos? a) = || h*|? (1 — cos? a) .

Wyprowadzenie zaleznosci (3.191) (oraz (3.220)).

1 —costafy) P 1_ (ha +hay))? (L4 y7)(h3 + h3) — h3 — 2hohays — hiyi
(1+y7)(h3 + h3) (1+y7)(h3 + h3)
(hs — hay1)?

T+ D)2+ 1) (B:5)

W granicy dla y; — y1, mamy:

. (3.167) hs
lim =" —,
Y1—Yla h2

Podstawiajac powyzsza zaleznos$é do licznika wyrazenia (B.5) uzyskujemy relacje (3.191).

Wyprowadzenie zaleznosci (3.224).

lyg(yl)] (3.156) ll} " (3.174) ll] g5 h* 1
p— 2 pu—

¥3(y1) Y1 Y1

ho + hay1 ]

1+yf  1+97 | (ho+hsy)n

W granicy dla y; — y1, otrzymujemy:

(9200 _ L ha + hsyia (B.6)
Y1—Yla y3(y1) 1+ Ya (h2 + h3y1a)y1a
oraz h
3.167
yla( = ) h_3 (B7)
2

Podstawiajac (B.7) do odpowiednich elementéw w (B.6) dostajemy:

h2+h3

2 h22 = h2
h5+h - .
2 3h3 h3

h3

: 2
iy [HO0)
vi—va |g3(y1)|  h3 + h3
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B.4 Wyrazenia pomocnicze dla modelu (3.238)
Wyprowadzenie zaleznosci (3.262).
3.250 . (3.245 .
ha (3.20) kQ(QQa—QQ)-i-QQa( = )kZ(h3_QQ)+h3:
3.259 . . . (3.238 . . . .
G29) ka(kses + gt — q2) + ksés + Gt G2 ko(kses + st — g3) + kaés + st =
3.257 ) .
( = ) (kg + k3)63 + k2k3€3 + Q3¢ (B.S)
3.247 . (3.245 .
o CEY kl(Qla_QI)+QIa( = )kl(hz—Q1)+h2=
B.8 . . " .
( =) k?l[(kz + kg)eg + kokses + g3t — q1] + (kg + kg)eg + koksgés + Q3 =
3.238 ) . . . Y
G2 ki[(k2 + k3)és + kokses + ae — d3] + (k2 + k3)és + kaksés + 5 =
3.257 . i
( = ) (kl + ko + kg)eg + (klkg + k1ks + kgkg)eg + k1kokses + q 3
Wyprowadzenie zaleznosci (3.272). Dla elementu hg otrzymujemy:
. 3.259) .
elg,lgo hs(es,-) 529 43¢ (). (B.9)
Na podstawie definicji (3.250), dla elementu hy mamy:
. .\ (3.250) . (3.245) dhg(es, ") (B.9) dgsi(T) (3.255) .
6371612151_)0 hZ(eQaa QZa) = G2¢a = T = 7 = QZt(T)- (B.lO)
Na podstawie definicji (3.247), dla elementu h; mamy:
. 3.247) . (3.245) dha(eaq, ) (B.10) dgo:(T) (3.255) .
im  hlera,) V27 g O dhaleza,’) (B10) dan(T) (322 Yqu(r). (B
€3,€2a,€1a—0 dr dr

Zatem w granicy dla es, eaq, €1, — 0 zachodzi: h(es, €24, €14,) — G+(7).



Dodatek C

Dyskretna implementacja bloku regulatora

w obwodzie regulacji predkosci kota robota

MMS

Zastosowanie dyskretyzacji metoda Fulera wstecz do (6.4) prowadzi (po uporzadkowaniu)

do nastepujacych réwnan réznicowych zaimplementowanych w sterowniku robota MMS:

gdzie
Kq

oraz przyjeto, ze czas opdéznienia Ty w (6.4) jest réwny okresowi 7).

=

Tpra 2 nKp?

= wgr(n) —wp(n),

erf(n)7

= Kg[up(n) —up(n—1)],
= ur(n—1)+ Kjup(n),
= Usge(n—1) —u(n—1),
= us(n)+ Kcesar(n — 1),
= up(n) +ur(n)+up(n),

= UPID(”) +UFF(n)7

Sat(u(n), Umax s umin)v

Ip

187

(C.1)
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